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Hochgebohrner Herr, 



Hochgebietender Herr Geheimer Staats- und 

Justiz- Minister, 



Gnädiger Herr! 
jljw. Excellenz besitzen auf Dero erhabenem Standorte 

« 

nicht nur die Macht, der Beschützer und Beförderer der 
Wissenschaften zu seyn , sondern nehmen an der Vervoll- 
kommnung und Verbreitung derselben einen so lebhaften 
persönlichen ' Antheil , dafs jede hierauf abzweckende Be- 
mühung als eine Beförderung Ihres eigenen Interesse an* 
zusehen ist* c 

In dieser Hinsicht erkühne ich mich, Ew. Excellenz 
gegenwärtige Schrift ehrerbietigst zu widmen, um so mehr, 
da ich kein anderes Mittel weifs, meine Dankbarkeit für 
das gnädige Zutrauen, womit Ew. Excellenz mich in 

■ 

Ansehung meiner wissenschaftlichen Bemühungen bisher zu 
beehren geruht haben, öffentlich an den Tag zu legen. 



miw .... »»_ — ». .uiwMfti !■■* *•*•* «w.» »«r* • - 



Ew. Excellegzf^ol^r'iBejrfail u£d gnädiges Wohl- 
wollen wird vorzüglich zon: ^Erhaltung der Gemüthsheiter- 
keit beytragen , die mir bey den Beschwerden , die mein 
Alter drücken, nothwendig ist, wenn ich meip? Ju^ig^^ 
mathematischen und philosophischen Unterouchnngen , dia 
ich Aach denn Publico mitzutheilen wünsche, nicht mit mir 

ih& Grab nehmen solh . r . i ,» j . f ...* -r*»n 

, x Ehtfurchtß- und wartrauerisvoll^elitpfehl^ ich daher 

« 

EW.* E"xcel!enz Schutz und Gnade mich und meine femern 
^^^leg^^^iten , , und ei$J#*be ii* tiefs&eiz 1 Smbiwseum 

. » - • / ? i . • i # y *j i " • « 1 1- . " 

Ew. Excellenx 
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«il^er*di(Äwig*t g^bw>a*i6tet Diener 



/ # « • « 



Johann Schulz. 
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JJie ÄlktheiüatilL , die wegen der Menge von verschiedenen Discipli- 
uen, wekhe sie unter »loh begreift, schon an sich von so aufseror* 
deutlichem Umfange , und bereits von den frühesten .Zeiten des lAltte* 
thums her mit bewundernswürdiger Sorgfalt bearbeite^ wprdei^ ist* 
hat besonders seit Erfindung der höhern Analysis eine solche Erwei- 
terung erhajteu, \ 4&ft, kann* mehr «in Menschenleben hinreichend ist, 
eich mit dem, was in derselben bereits erfunden worden, auch n,ui 
gehörig bekannt zu machen» Hiezu kommt noch, dafs einestheils die 
wichtig^tiMinfldinlient^ehrlkhßteö^eörieA e«t in der Differential - 
und Integral- Rechnung vorgetragen werden, und daher denjenigen, 
die sich zu diesem höchsten Gipfel der Mathematik nicht aufschwin- 
gen können , gänzlich verborgen bleiben , andern theils aber , wenn 
sie auch schon in der gemeinen Analysis vorkommen , so schwierig, 
verwickelt und weitläuhig sind, dafs oft auch gute Köpfe den Mudi 
und die Geduld verlieren , sich durch alle diese Verwickelungen mit 
derjenigen Anstoengung hindnrch tea arbeiten , welche nöthig ist, um 
.sich von ihnen eine helle, deutliche Einsicht zu erwerben» 
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Das Beffürfhifs , dem Anfang&r dfcn Zugang zn den köstlichen 
Schätzen der Mathematik , jedoth ohne dabey der strengsten Grund* 
lichkeit das mindeste zu vergeben, nidit nur überhaupt aufs mög- 
lichste zu erleichtern , sondern auch die nöthigsten und schwierigsten 
Theorien der Analysiß , ftach synthetischer Methode demonstrirt , ihm 
schon in der äfUgemeihto Eltoierttarmatheniötik faßlich zu machen, 
wird daWImm^r größer. Diesem Bedäiffbifo auch nach meinen ge- 
ringen Kräften so viel möglich abzuhelfen , war schon das Hauptziel, 
das ich mir in meinen Anfangsgründen dqr reinen Mathesis , und nach- 
her für den ersten Cureus in dem kürzer gefafsten Lehrbegriffe der- 
selben setzte. Allein es blieb mir doch immer unangenehm, dafs 
ich in dem erstgenannten gröfsern Lehrbuch die Lehren von den Po- 
tenzen , den Logarithmen f und den Kettenbrüclie?i , nich| in ihrer 
völligen Allgemeinheit vortragen konnte , da sie doch, in dieser Allge- 
meinheit genommen , offenbar in die allgemeine Elementararithmetik 
gehören. Nach mehreren Versuchen gelang es mir endlich, auch 
hier zu meinem Ziel zu kommen, und zwar in Rücksicht der beyden 
erstem Lehren auf so bequemen Wegen , als ich es kaum erwarten 
konnte» Auf diese. Art entstanden die vier ersten Abhandlungen mei- 
ner gegenwärtigen Schrift. 

Die Theorie der Logarithmen, die analytische Auflösung des 
polynomiscfien Problems , und der synthetische Beweis des binomischen 
und polynomischen Lehrsatzes, welche den Inhalt der drey ersten Ab- 
handlungen ausmachen, sind so leicht und kurz, als man sie nur wün- 
schen kann. 

- Die allgemeine Theorie der Kettenbrücke kann vielleicht noch 
etwas leichter und vollständiger abgefaßt werden , und ich getrauete 



mir. wenn ich dtei* Zeit iiSjLt», 'dies** igst, selbst zu,«bew«k$teHi<ren. 
Allein auch,so,' wiesiehier zujifcfli*$t<«MWal ef-^ke^^ k*WR fie dem 
Anfänger keine Mühe ..machen.. loh, habe h^er n ^r^nigf5jl;ens <% die Ijtel^ 
brechen wollen , um, wo nöthig, zu einer noch vollständigem Bear- 
beitung dieser wichtigen Theorie aufzumuntern, #£,. aufce^ der ip 
der fünften Abhandlurxg.^uxge^eiglfen.rbequexiWf 1 . Methoc^^ die,2>n- 
geilten zu berechnen, vielleicht noch, manche and^e vorteilhafte 
Rechnungsmethoden liefern wird. \ 

Ein Hauptzweck, der mich anfeuerte, gedachte Theorie' der 
Kettenbruche in ihrer Allgemeinheit darzustellen, war mit dieser, 
um mich in den Stand zu setzen, das Irrationalverhältniji der Kreis* 
i linie zum Durchmesser ein für allemal vollkommen aufser Zweifdl zu 

1 setzen , indem ich fand , dafs auch der Lambertsche Beweis hiävött, 

aus Mangel der Allgemeinheit jener Theorie, fehlerhaft ausgefallen 
war* Es war doch für den Mathematiker immer eine unangenehme 
Sache, den sogenannten Cirkelquadrirern , welche das VerMftnifs 
des Durchmessers zur Peripherie des Kreises durch einen rationalen 
Bruch angeben zu können glauben, nicht mit völliger UebeHeugung 
sagen zu können, dafs ihr Unternehmen lächerlich sey, Weil esurt- 
möglich ist. Nunmehr ist dieses in meiner fünften Abhandlung anfs 
bündigste aufser allen Zweifel gesetzt worden. Ein würdiger Freund 
legte mir unlängst den Zweifel vor, dafs Brüche, deren Zähler und 
Kenner auch, nachdem sie schon durch den gröfsesten gemeinschaft- 
» liehen Tlieiler dividirt worden, unendlich bleiben, dennoch Rational* 

w J 

3 2 2 2 2 2 

brüche seyn könnten, indem z. B. der Bruch " , dessen Zäh- 

' IOOOOOO... 

ler unendlich viele 3, und dessen Nenner eine Eins. mit unendlich vie- 
. len Nullen enthält, dennoch sss -| ist, obgleich Zäld^r und Nenner 

! b 



ftjJgttc^^^.Zä^leTiSsj^sgvk; ifes^geg«fbepen:Brufclö.mohLnur ein 
T£$;il^ vQft *ioh. teliwLj: toiidßT^aodhf^wiiliKenrier! iiooooob . . . ist, 
5]^l4Qid^iBeh»^itua^ v ndafalEey)W>k^iiBafe gea«insßtH£llieliea Tlseiler 
|^^ n il^>i«ölbst wideteprich^ Man "kdiin^ber letzteres auihgm*" 
d^^be^e^e». nJOenn fwen&lihavuboboooi^t&ircfr gdividirt; so 
$$t jd$$ Quetifcät eUn* find c> fort «übt rMeng^ v*ti Jaütcr^, > nämlich 
553a o^t* im ^Hcpte nu&ifei&elbebdpiigEhd^ 

^^fly4^ Dw»MmBa*rf^r dfirifigata bki^(iimv(^htkAtmih©kiLx!er 
Jfr ltfh r| t Jhincu» . ßoü ifcgegbn die IVScngexTdnp 5 tey±i&*firrs aufboren, 
fppdföu ^nöodlich groß seyn, so wiil tmannebiEa^ biedurch, . dafe bcy 
4fff X&visi^n, km {Lest 1 bleiben y fölgficH amflAftip tonehi j> äuib Quo* 

ÄntÄihftiitiköiiimön *oBV ! f&gIM is^ ^Ä^äEfiEaaate ^^ 3 ;;V r 

mithin auch genau ^ = 3 * a^Q der Zähler des gegebenen 

Bruchs allerdings ein. ge^eip^chaf tlichej: Tbeilsr F9^^m ; gelbst und 
feinem Neaö€F f un^erst^u^^^ 4^dift^ej> 

ÄfiSfc e ^ st ^4ffF: i|w tgfetckft ?*MQf»lP>-flff«rfb |i» Ich jh»be t «lie- 
eenJZweife]^ w^flf^V tf&vthfcü* ähnli- 

chen .Zweifeln vorzubauen, theils zu zeigen, dafs wenn bey Brü- 
eben von endlichem Zähler und Nenner für letztere kein gemeinschaft* 
liehet ffhuiler lAdglich ist, hieraus noch gar nicht fötee; Ü*k dieses 
«dt *e> «röchen statt finde;' tfcri?Ä> fcSKfef üad'^giiiifeV üiieädficfi 
»ob ! sä*d± ^lE» '-^Äfi daher nicht - ^JsWfeekxritevS^ seytf/hier der 
tMffcwwrdtgfen* Formel zmerwStineh , Welche H»*!* Prof essor KW gel 
m GeinMP atotiytisehen Ttigoitönietrie KäpJ °5 .* V, ' ffif Hais Y eriiälüüli 



teiQwtiWfiPHnm H^bffiessWi\dfl?^r«Ä5«s giöbJV>^to^&>dieA 

se$ a»iVfi^-ftfA-ft-flfiyT 10 -lfftBiiew^ • kH^iitthü^ sak'-ddi* 
■ .1^.5.5.7.7.9.9.11.11.« bi ? .. lfl ^ 

zwar im Zährer Are tfactoiW 6 :*: fr'fi'l'ib i'i'i .'i 4 etc.r äürcE^oääciorre* 
•pondireüdeniaiNetiner>3. fev^^S • & 3 et&MÜvidhreh, fend ''^(eN&sl&l 
ben an ihnHrStelloim aSMeriailfc€ir,g«raflacZaM€QÄ! >e .*<ja i^.^'i^^S' 
AlTseüiTea aitilÄcfor«i»^ehra^ r ^ 

Menge; der Favtftreri imi Zahlet mild Nerinen, dennoch üneiiÖ&ch gi&flf 
bleibt. Nim isti, rd^iLchnach. dieser Duriaiwi daeftactere* des ! 25ä!ifc 
lers lauter <ge*adel 4w Nena^s aber lauter ungerade Ztthlfcri ( ^irirf< so 
lange! nmnJi^er>imd!N*iibeb^ Heki gemefiv 

sobafitücher iTfceile*,) von fee^ikd mögHdu W»e man i^Wci behe<3iti<^ 
Jiieraus Tunrmtdyar^iu' achüe&ctf^ däfs der .Zahler Und Nfeikifcr 1 ' atifctf 
für den Fall \ vcm^wek^iem hier leben die Rede ist, da bety&e unentitSdt 
groß sind ,[ krime* geiiuünachaftjürchen Theiler haben könnten, Wiknlri 

würde , da sein Zähler und Nenner gleichwohl unendlich sind , hier« 
aus aur die angenehmste und leichteste Weise unmittelbar erhellen, 
dafs das Verhaltnift des Quadranten zum Halbmesser, mithin auch 
der Kreisliriifc «zwrt Dtarcrariease* : irrational sey. Allein dafs man nictit 
berechtigt istt voi de* Bisdiaffenhäit 4e* 22hlei* und Nenner^; wenti 
beydfe eiidlith tii&d ," auf ihr* Beschaffenheit für denFaH zu Schliefseri* 

wenn sie unendlich sind , zeigt schon der vorerwähnte Bruch 3333 V 

gamj au^sc^B}i$h. Wollte mau al$o. dies? merkwürdige iFenbd 
pu»^ e ^^ *F- KreiaKnie nMUe^^ffüfofe ina* 

$rst ent,we^jer>^yeisenf, 4*& Zahler .und Nenner. -des iBmfclri Jtebeq 
gemeimphaf tttphen TMJer mehr , haben, oder ^ieaep wi^kikh ^a«& 
Wellen,, ijm ju^h«^, ob sein ^Zahler und f*&m»r dpRofe, danfielb 

bs 
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ditidirt* aftdk fiöfck ttnetidlich bliebe. Oh ab« d«9 rinrf oder das 
andere iä'derThatthmiJichsey, möchte ich fast »weifein. Weni*- 
rteits müftte dieser Beweis nicht nur gleichfalls auf dein Wege des 
Unendlichen gefuhrt werden, sondern dürfte ohne Zweifel auch 
weit schwieriger und verwickelter werden, als derjenige, den ich 
in der fünften Abhandlung mir einer Evidenz gegeben habe, die sich 
in diese* Materie wohl schwerlich größer denken läfst. 

Was endlich die letzte sechste Abhandlung über das Funda- 
ment der Leibnizischen Differentialrechnung betrifft, welclie schon 
seit einigen zwanzig Jahren ein mir Sufserst angelegen tlicher Gegen- 
stand des Nachdenkens gewesen ist; so wünschte ich vorzüglich, dafs 
unbefangene gründliche Mathematiker dieselbe ihrer Aufmerksamkeit 
würdigen , und sie der strengsten Prüfung unterwerfen mögen. Die 
erhabene unschätzbare Wissenschaft, von der hier die Rede ist, ist 
eben diejenige, deren ganzer Zweck einzig und allein dahin geht, 
die so nöthige Erleichterung der Mathematik im höchst möglichen 
Grade zu befördern, und zwar betrift derselbe nicht blofs die Er- 
leichterung gewisser einzelner Theorien , sondern er geht ins All- 
gemeine, und umfafst das ganze unermeßliche Gebiet der Analysis, 
desseh mögliche 'Erweiterung keine Grenzen kennt. Jede Verfah- 
tiingsart, die man an die Stelle der ihrigen setzen wollte, so scharf- 
sinnig/ bundig, fohrreich tun! fruchtbar sie' auch seyn möchte, würde 
also wenigstens den Nachtheil stiftet*, dafe sie diesen wichtigen 
Zweck derselben gänzlich aufhöbe r mkldu im Grunde sie wirklich 
vernichtete. Man Substitute ihr z» Bi< die mit Recht geschätzte 
Exhaustionsmelhode der Alten. Der unsterbliche Erfinder der Dif- 
ferentialrechnung kannte und schätzte* sie ^§ewils so sehr als irgend 
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jemand. Aber tun tat mähaamen und weitKktfti^^GaiigjdefsflbeiS; 
zu ersparen , erfand er ja eben seinen von allen;, übripöLLViyj^tbwkxk 
so unendlich abweichenden Differentialcalcul. $o> darf »tan nur, d«j% 
Verbuch betrachten, welchen Heir L Jluilier in seiner Preisschrift:, 
Exposition elementaire des Principe* des £<dcuU superieurs ä Berlin? 
1736, und ausführlicher in seinem »Werke c PrinejtpiorUm Ctdculi^ 
dijferentialis tt . inte gratis .expositio ckmentan^ Evkiuga* .*29& 
gemacht hat, die ExhaustionMnethode so bequem einzurichten, dafs. 
sie die Leibniaische Differentialrechnung: entbehrlich mache. Jeder 
gründliche Denker wird, bey seinem scharfsinnigen Verfahren mit 
Vergnügen verweilen, aber es auch bald erfahren, wie sehr dasselbe. 
dem Leibnizischen an Kürze« und Leichtigkeit nachsteht« Di« Anap 
h^is hat vor kurzem, nämlich 179s das Glück gehabt, durch zw ey, 
Werke bereichert an werden, die beyuahe das iten plus ultra derr 
selben zu seyii scheinen.: .Das eratere ist: Theorie des fonctions anar* 
lytieftten, cönüeruint ies prhmpes du ealcid differentiel, degagesfU* 
toute considirati&n cP inßniment petks ou d' evanoiAssans , de (ingt* 
les ou de fiuxions, et. reduks a V analyse algebrique des quantitc* 
fitries; par J.Ja. Lagrange > de V Institut national. Paris de V im* 
primerie de Ja repuklique, Prairial an V. Das letztere ist: Tzaitd 
du calcul dtferentidet du celud integral par& F, Lacroia;, a Pjaris > 
chez J» B. M. Dwprat y an V. in €fuarto> Von heyden hat Herr 
Prof. Grüson eine deutsche Übersetzung geliefert« Beyde Werke, 
haben die Absicht , die Leibnizisch© Differentialrechnung zu begrün« 
den,, und zwar dm eh eine neue., überaus scharfsinnige tuad allge^ 
meine Entwicklung der Functionen. Sie zeigen nä$rlich T wie n^V* 
aus jeder gegebenen Function von x, eine neue für »+ i, aus.die^ 
*fcr nach eben -der Methode wieder die zweyte, dritte u* s« w«. ab- 



^$1®** iEFtf# on ^^««»v &£&jt^ .VjUf^f&iWl daten, *» matt 

*WfflMl«J*lWW r -P^Ff^ÄU 4F«.ff».?I^WPJÄ #W, &ejbuizi- 
s,(p^ea völjfgeinerley ist, aber von, letf^nn. sich dadurch, untecschei- 

de^dafs, ^.«.uf die. hlofse Entwickelung der^unpfl^nen, nach den 
Kegeln der gemeinen Analysis zurückgeführt, w^rd^ A a !ldfW r ' I »P u « n 
Ansicht und musterhaften Bearbeitung der Sache ist unleugbar, dafs 
djt^sie, rhey den .TjVerker eine unerwartet große ErwejUerungt ,4en ge- 
meinen,. Analysis, und daher rar diese ein «ttfaej^ordentlich rwkhti- 
gfs, beschenk sind. Allein eben so unleugbar ist e».,>auph,, dafs sie 
nicht, jWerkß für. Anfänger, sondern, auf ftr, ^efln^un^^r^eübt^ 
AnMyAten ,sind , und dafs also , . waf,ern , dfir , j^hflfcifthq, j fli^foren-v 
tMlcslcul a,n sich bodenlos wäre, und erst diirch, 8je, begründet <wer- 
4eo ,rnü&Le, sein, ganzer und einziger .Zweck, nämlich, , die höchst* 
inpgliche Erleichterung der analytischen Operationen jgänz&ch .dahin 
^äre.,,n\Uhin er selbst in d v, That yer,n^ift$, i^du^iiejafrnene 
AnaJ^, verdrängt werde* nu*fcte,,;dwj so.yqrfteflU^^flUflhisti 
dejnpoch .mehr Mühe», Anstrengung und Weitläuftigkeit erfordert, 
als %gep4 eine von den alten Methode^ ^, zu deren Ecsparung doch 
<£** Leftruz, .seinen CalfiuJ, lediglich. b,es^inm|e. ; flfon, *#& l m fr« 5 -* V« 

r^« M ,d»rch, we|cl)es. 4phV. wie,ich,ge3e'ig$ h.abe, das ttfßerejitial jwner. 
joden Grnn4fu,nction , nämlich der produq^ Quptienten ,. Potenzen, 
v*«>ae4e^,Efl?i9nenten und ^96f ri ^fff c ft».|^ l f*« n $»** nützen «uulh- 
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ak<9i"JL*i^f» v^efohen n tnurs.' ! ''Eben WÄarfftAÄ fiui^Ä^ ififflüf 

sehen Probletui in seiner titiTetturig vornehmen rnüfs, 1 ' iiiti 1 ärk 'finde 1 
diö schwtrffelfig 

leichte* to^ t^gdfef^MfirÄti^ Wt^h^fe^Ä^?^ 

xni 

meine 

de^ddr*Ääft* r &> evident ist. 

©tigleicn 'ffcUföeti de*' Vorzug der teichäg&ek.'dufttr' welcfrgtf» 
rieh ÄtfLeibttiMsStäie Differentialrechnung auszeichne«, so wichtig^* 
dafs xttsm «d«i -Verdrängung ihres Gebrauchs wohl nie" befürchtend 
darf} «ö"&fii 1 de"sle 'deUhöcn detn 1 theoretischen Analysten ttrii'Reehft 1 
an müCä'iiWk^i^dfeiti'ä^toTmiTr, dafs "sie auf'wlöefcSir/nlA 
gen 'PrlttdfnWei^u'i: sey , und daher \\e\ne stästsiähdigeGrünättths' 
keit h%fee; Wdfer 1 That ' gegründet wlre. Denn der GrüridKehkeif 
nrafe l in de*' f Älatherhättt jede andere Rücksicht weichen. Alfeiä 1 
aafeMdte^'VbrWtfH? eiäe ,1 W(tfse toiWorfung ' ihres wahret Gefc¥ey 
z»in'«ruriae 4täi;iti,Wmt iß^Füh'ditif/ent tilcKt nttf itoe£se1Mr&?r* 
lieh fest und selbshständig ist; "sondern sogar die EkllausticinsniielihÖd^ 
der Altert, welche keinfe andere Verrahrungsart in der höhersröeö* 
metrfe' torfd Mechanik, ja »Mit' einrital in : den EtementarfcHtzeh { toWf 
Kreide» entfteforen JfcatnV, "e£t Begl J finden ,1 riiufs ,' wofern- aiesfeibfe>tti<*l' 
anFöffehtiifr 'iirtÄ*rt Asiothen'fühW, 'sönderÜ den Rti^ der 'efrütjat' 
li/MeÄ mit Recttt : '^eVdiehe'n soÜ , habe ich nach meiner Völlig«!.' 
Überisettgtuig'so un widt^redtficfr bewi&en , daß ich 4ede* ttooh 
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aitt^^n^IÄum^ecwx^^m^^^st^v^ratelj^ fesdiaidentn Widern 
legung mit Vergnügen entgegen sehen werde. / .... « 

Wenn je ej£ £alc*4 -*km> JLeibxu^schfiu = Piyffereqtialcakul an 
Leichtigkeit , Siniplici^t ipod &ü«f ffl^i QfJei\ §ar gleich kommt ; 
so ist es der überrasd^^si^fjii^ 

¥^i^^%^m^^^%^^' 1 ^ 1 t'Ä&WSrwißl f iner neucn 

Exponentialrechnung , im achten Hefte des Hindenburgschen Archivs 
der reinen und angewandten Mathematik y 1798« S. 336 — 424. be- 
kannt gemacht hat, und vtelcner, wie Hr. ■ ilindeiiburg am Schlüsse 
richtig bemerkt 9 in der That T £ine ^letH?, tfoi! alten Begriffen des 
Unendlichkleinen ganz unkhh&n gij^j, iind a£f jieu einfachsten Grün« 
den beruhende Rechnung ist, die alles f w* bisher nur immer die 
Differentialrechnung geleistet hat, eben so 'schnell und leicht zu lei* 

Äfcww*Td^n4o^§^* . , S^yZ-^ifeMP^Wf^fBÖishW ^itfdtufrftnheit 
witvii« JÄUier^^alj^hDttngi^ dBBftosh>j&S; JU^idtaifi i *foß Ver* 
$plfcefi» in beyden so auffallend gi^fe, 4&ß$ wohl ,4er Mühe ver- 
lohnen wurde, die Quelle derselben l^aufjdfn ersten »Grund nach» 
wtfpnhren. Der Geist dieses.. neuen C^wh bßsteht fcör^Jiph. darion ; 
Herr jSa^uich pos tulirx , fok #e ,al]^iflßiflqte %PXWi* ; WR» r * welcher 
»ick .jede iffuwfcWu y eirier veränderlichem Grägftjgthptjftebtea lä&t, 
düse^«»y>'- - -j * 

JmfcfiriAäfen fiflwme^tep.yoA«. (4w ¥w«ieMpr*!P.iW*ht ausgo» 
nimdhett)^ ibuJtipliwti ,*o **WÖt er ; d^.«»eu^.fu«c^ioiii f; die tua y 
«ititeht^ iim >B^(«^^i^ vc» : y, /Wrtd te^tatf* £$ *eh* «raend 
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a.y, und a* ht int de* Jdlg«meiiutmr)Mrm"4urn£b*jftiati> 
t y ss ö ^* a + JB«* + cC**.+ dD*^ + etc. 

• <ye=4'$a»'+-i5 '#»+•$** -^£a* !V ' ; ' J ' ♦'''•• i - l!,f,,;vT 

Hieraus füe£sen nun sogleich folgende Hauptsätze; ( , 

. i g\ k f- ; aar • *■ fc - 

/ ; y y a 

U. 8. W* , .. 

Da also die €*tu&öperitiofcfcn des Exponentürens mit denen de» 
Diffei^tiik^^gaiiä'eitterley sind, und sieh blofs durch dife Zaches 
*y, f x, und dy, tffe unterscheiden ; so läfst sich schon hieraus Toifcg 
übersehen, dafs dieBxpbfceötialrechming eben so leicht ist, ab did 
Differentialreohftühg , und vor dieser noch den Yorzug hat, dafs säe 
hloCs auf Begriffen cfea EndBehen ruht, und da sie gleichwohl auf 
ebendieselben' ReMgtete > ffchk , als die DifferentialreelinufrgL, *«« 
gleich als die schönste , leichteste und evidenteste Bestätigung des 
Richtigkeit der letztem ist. Hätte also die Leibnixiache Differential- 
rechnung nicht selbststandige Evidenz und Festigkeit; so wäre die 
£iq»taei^rechih^ 'Pasquick da* e^WuMebtest» Surro- 

gat, das man in die* Stelle von jendr seteen könnte, iülainüsrt 
Pasquich ist von der Absieht , durdi seinen Cakul den Lob* 
nfcbcfan verdrängen «u wcdfem, reibet so weit entfernt, daf* ec 
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JiefcfsWäri* rtie ear jedfenineaittiGateuli Wodfarfeh toiaödife zu «rsetseb 
jittfte» w*s &*>isdäed*' ab&Kkrideltm Üiffentarialreehnung ' fehlt; 
für ^ gatoienthehrikfc/haltfe "Diese Erklämpg f maeh* seiner Unpar- 
^©iligkÄit jund Bescheidenheit glflfeto&Ü >Bhtf*; Denn erstlich mufa 
i^riiJE^Amhfiykeliieii^AWtecrv^d^ 4*r ( Diflferkirialc Alcül , selbst 
fe^h dtfizi o6<&i»hftai lVa*ü»ge t>toiUgni CiAtMcüem den kältet A Diffe- 
^mii^eit f ( 3choii -an ^ich eine aol^hti Evidenz hat ^ däfo kein Unbe- 
£ Ingwer 1 siinö aichtigleeit im Ernst ^hedwelfeifi , wd die Vetdrän* 
ßvtffg dtes*cl&m fiäc unentbehrlich h&t6tt;>ka*»i. t tfirwagt ^mah aber, 
wiftjsefu: .dtaär: Vortrag von» dön hddebi^Artat^stcunviieinerii Euler* 
ft^^,rKax»ten,.lLishie^'ete # reafbeßsert^woiAiii würde »nicht der 
YftfcSttch einer solchen Verdrängung wnVferaeüiliche Ungerefchtigkek 
iipd Undankbarkeit gegen diese *6 verdiefasrtolfeMiimerseyn? Und 
Wäntader JNacfetheil i&v. die Mathematik eelbstwohfcttj* berechnen 
aftyn^^Win^imJMl; »die erhaberie ^1%semleki&^JW6kl^>ste < i'iaKigatiM 
gftgföWär&ge Vollkommenheit <su Verdanken hat , gleichste* zu Grabe 
träger* und i» Vergessenheit bringen /and kau? ihrer y de» Lehiün- 
ge* der Mathematik einen neue» Cakwi^ wetehw^iÄtibfrsey,- *uf* 
4ri»^.iritilt*? ; Wänden «iwm okht>alteu jwn» Vgrtrfef^httt W^rl^ 
Wekho>tadtrii«68^J iü ider hohem • Analy «U> ierä&ififrieit simdy achoiv 
fer die näcbete Gtner*tion »otmi verständliche u*d^twbi*£el»Schti& 
Hti ^eyB r »daftr«ie nicht einmal fähig eeyn würde, die mathema>» 
*ttokfc.Gestf/iic7rfa, diese» fö* die ffteheirarik ** Ranzenden Zeto» 
peridde 0a **»ii»ek*aft Gedetitii&Oy '^:fWcan*urfdlö:*lJngiÄnd* 
fcAkeitv ^WHnife<feaiL4ieI3iÄrem^re«hnöng r veraigÜch^ek ihrem 
Jtadkrtjabrigtb Jvbelfatev qocMmaK* am bergen fortfährt ***** 
wiriUäk ^tagrättdeH so aaälste' dennfwhi der : Biffq re n fraktfci il da* 



Andys* Jde&e«*. undi.hiebeyJ.etf ;$inem»ijedfcn. ubertess^^ördlaij 
pie w§& er *wh die übrigen Me*ho£*n « benutzen Eeit, >IJ,«t 
u*4 WHgkeit h^t, AUew. dtosr Vattwurf Ut ungerecht Y nin*grilttl 
Jet fiiih Moh^wi der Yefkentvattg der wählten Trinmpkn'i-dU*^ 
Ww*en§*h*fc, If.wrelfhüid) <»A de*> ujiwiaiaidlieHe* miidi*pUtbehtf{ 
liehe* ffsefttani un«4ÄfihHdUtßr 1 : Theib 4« .fa^üüi!; 1 ufad^ny» deal 
imwid«ptechlfch i£c*ten &*ttft b*Mefeee> daß ieini jedevisolchetf, bteO 
fingirtev unenriikhvielätf /3&diljeMer.encUiQtoi <tfft£w f fe*ia wStfci 
Keher .Th*ib<r«m Ar, ,*^embtafsi^aiÄ*v tuid also etw£*r*lire$ftiB 
i*fc **• ^Bcmeip^i f>fe*W wekhe käiae GtöoinökrieiaMd Mechanik nldgi 
liük di*v die (den Ratafe #tnar >, wdhren GrüadÜohlteit ttotIWH?<*&£ 
dient* Jto RückaitfitudeK Anwendung atif Geometrie- und Medhami 
ist also gar kein» Calxiul eis gründliches Surrogat des- Öiffer^ntidl* 
cdcuia mtögbdki *ondäot jeden- atndfcte Jiat hier, deta Gebriuoh • d€t 
lbdi^9Udei«neth6de y/iipdndahec - ^grtmdafttge - notbig) 'die kWne r ge* 
aunde Logik ftir' achtel ikäind* Beweist mehr bidürftige Andorne 
anerkeraien kann* und didakh, durch die beyden angeführten Prht* 
dpien dci Diffecentiöhreehn*«g t undjawar bloß durch diese, mit 
der gröl^fceb. Scharfe nwir^^ Ich habe vor* 

bin gesagt* uiwiwdederhohle!eV daf* wenn dbrDifFerentialbalcftliehrefi 
Surrogats bedürfte» . ich kein Yollkommeoere* wATste, . als Hemfc 
Fasquichs neue Eaponeaatialrechnuiig. Allein da auch diese bey de* 
Anwendung auf.' die Geometrie 'und Mechanik sofort ihre Zuftticht 
^ iden rUrakfcttn.Gmkiid«atkea der ExhabstionsBieAirfe ra nttxneq 
gae#öngeii ifet* *o» stehjnaie in dieser ItüCiksitfit^eiiigny vibjWbü 
andere Oklcul i • der Diflerentiakeehtttong weit nach.» Nun kftnntei md, 
da die B*geI**sU eicpoüenttfran irom -Begriff e deslUnend^dkkleinen 
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äugig sind, zwar scheinen , dafs r sie .wenigstens als eigent> 
u/, d. i« so fern sie blofs auf deni Gebiete Aer Arith- 
4Wtifc«Hfflt^^m^i)iff^ ßrÄrfäcWcek'öbwträfe. Allein 

lejzterm als blofsem Calcul, d.i. de» allgemeinen Regeln, Gröfsen 
überhaupt zu diliereh tiiren f aucb gur den kleinsten Mangel der 

«Ätdaife.f: Qfpi?^ .die, Pifl^r^^y ^g^d^^t^fr Ffl^tip» y von 
4fiffi ,rajjftdejrlicheii Gröfse x W<4tf£ anders f als das Increment be- 
deutet, welches y erhalt, wenn x um A x wächst; so mufs die 
Formel für Ay, wenn sie für jedes endliche Increment A x, es sejr 
«ÄÄlsohgr^fei r CHkt tioch so- klein,, Wahr fe$Ffl j^i^fiu^ fjtr die 
Jftlfc :Wahr atyn, wenn man a x unendlich grafe, oder als iVutf 
«OBÜsrntg und eben so mufs auch die Formel für das Verhältnifa 

Ay . 

der Incremente — - in beyden letztern Fallen Wahr seyii. Demi 

wollte TO$n das eine oder das andere bezweifeln,; so wäre es um 
4ie ujieingeschränkte Allgemeinheit der Arithmetik völlig geschehen. 
Ptfan ^etze z. B. y=x*; so ist, wenn x um A X wächst, von y 
das Increment A y=3x* A x + 3x Ax 2 + AA Nun setze man 

A,x= *>; so mufs Ay = 3x • ^ + 3X.co a + co* = od*, imd 

»!'?■!.■-■':..? .- - • , -• .'• - . - . • . ;■•'-'' 

j/zJL ~r co« *eyn. Eben 30 setze man A x =s o; so mufs — =3 x f 
Ax Ax 

+ 3x A x+Ax*=5x*,unid Ay==3^ AXÄoseyü. Nun ist das 
tWhSltriifs dfer Differentialen ^yv^x tltehts aaidrfs, ab da* Ve* 
fc&tifiß* dtp' Increm^ote A y\ A ** fite den Fall , < da man A x ss. * 
Mät. Also ist das ,DUieten*»r$a *h ei« sqkhes t efeen *o wenig 
von demjitegrjff* #^3 Un fi n d liqb fr lqtos* #W«&&i *J* 4»* Expo* 



nentiiren, sondern man Jiat, im/cTas Dinerenüalv&nlflthiiV — - zS 
finden, nichts weiter itötbigj <*14 ;^ttdr.-ri^)^db^)BMM^h^ 
das Incrementen- Verjiältnifs — — schlechthin A3C~ o zu setzen, wo 
dann abwände wW«i&ymsi©'iri»de CiqawfrwwigMWgBoyii, <Mftp 

treffliche txpohentiatrefcfcttung öes Öefrtf Pasquich die ßMEfef eÄlttfc 
rechnung verdrängen "ziT* wollen. ' ' 
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Es 4st meiWüF#g t ;.<JaTä kt eben dem Jahre 179W; d» Hoa» 
Pasqiachs neue Exporiientialreöhäung erschien ,' Herr ttrofe^sttr <5fcÄ 
$on den 14* Junii in seiner ersten Vorlesung vor [der k6nigHfcheft 
Akademie , der .W^e^dbaften. zu Berlin gleichfalls einen xifiWV Ex- 
positions - Calcul vorgetragen, den er 130c in Berlin unter dem Ti- 
tel: Memoire *&ar feCäfcul % K Exposition invente par JeänTMllpft 
Gruson, Professeur royat des mathtmatiques etc. in quarto heratw^ 
gegeben hat, jvelcfrem er in der Einleitung nicht nur eben die Leich- 
ügjceit und Kyrz^, : qls dej Differentialrechnung, sondern vor jdieser 
den Vorzug beylegt , dafs er klärer und evidenter sey , ja dafs der- 
selbe ihn weiter' gefiHirr Habe, als man bisher gekömrne\f, *wi£ » 
jSimplicitat, Schnelligkeit und Allgemeinheit der, Operationen dem 
ceJibüißtonifclien, €#cul dp$ $Terrn. IJifidenburg niqht; nachstehe. So 
*iei icfr eingehen. ikanm> :. ht iiesp Mxjioskhmim^km^g^ ^^def 
Päsqtiichschcti *Eo6ponentMtechnwig im Wesentlichen eiaettey. iW«l 
ich daher Vüh dieser genrAeöt habe, gilt auch ve* jsfiten } ^ 
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Wahrend man die Gründlichkeit der Differentialrechnung fast 
überall anfocht f und diese erhabene Wissenschaft durch neue Me- 
thoden zu verdrängen sachte, inufste es einem jeden Verehrer ihres 
grofsen Erfinders eine eben so angenehm*? als unerwartete Erschei- 
nung seyn, einen Carnot in seinen Reflexions sur la Metaphysique 
du Calcul Infinitesimal. Paris x797~als freymüthigen Vertheidiger 
derselben auftreten zu sehen» Ob indessen seinq sinnreichen Ver- 
suche ihre Gründlichkeit evident zu machen , befriedigend sind, über- 
lasse ich dem unbefangenen Urlheil meiner Leser selbst. 
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Sehr 1 e *«*# t'ö w ü 6 i ' k ü'r' i't l •' : 



allgemeine * 

Theorie der Logarithmen 

i 

nebst einer neuen Methode* 

aus den Logarithmen Ton a und 5 Formeln su finden,- mittelst welcher 
sich die Logarithmen der übrigen PrimsahUfcj mit der gröfsesten Leichtig- 
keit bis auf 30, 4°> 5° un< * mehrere Decimalsiffern 

tos&uejfc l§wn 

und 

eiuer Tafel von dergleichen Formeln für die Logarithmen der Primsahlen 

ron 3 bis 1009. 



Erklärung i # 

§. 1« 

Wenn a T z=zy ist; so heifst x der Logarithmus von y für die Grund« 
zahl a, und die Logarithmen der Zahlen für dieselbe Grundzahl 
machen zusammen ein logarithmisclies System. Ist dieses von der 
Art, dafs, wenn der Logarithmus einer Zahl um seinen unendlich« 
vierten Theil wächst, die Zahl felbst um ihren m tmi Theil mehrmal 
zunimmt, als der unendlichvielste Theil des Logarithmen beträgt, 

d. i wenn 'die Zahl m von der Gröfse ist, dafs a x+ «T -sy+~ m 

■ J m * » 
ist; so heilst m der Modul des logarithmischen Systems« 

i yx 

Zusatz. Da also a*.a*> s= y + - — ist; so ist 



*. y" s= 1 + 
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a* 



4- y 



\, moo/ 



09 



90 



6 + ~)" i 



6« X S52 771 CO V y — i J 

X 



7/1 



G*-0 



^ A a 



Lehrsatz 1. 
$. ö. In jedem logarithmischen System , dessen Modul— 7M ist, 

ist die Grundzahl a sss 1 H — H 1 1 ^... 

. m am* 0.37/1* 2.3.4771* 

Beweis. Denn da a s= [ i + J ist (§. 1. Zus. n. 5.); 

so ist, nach dem binomischen Lehrsatz, 

co o.co-i co.co.i.co-a co.oa-i.co.ßco.g 

i.7/ico i.a.jft* co* i.d.3m?oo) 1.2.3.47/1*004 #v 
Da nun co s== 00—^1= 00 — 2 ;= co — 3 etc. ist t so ist 

111 1 

ass 1 -J — H 4- + ——+... 

vi 2 m* 2 . 3 in} * . 3 . 4. 7/i4 

Zusatz. Also ist durch den Modul m die Grundzahl a, mithin 
das ganze logarithmische System gegeben, und ein anderer Modul 
giebt auch eine andere Grundzahl und ein anderes System. 

Lehrsatz 2. 

$. 3. In zwey verschiedenen Systemen verhalten sich die Loga- 
rithmen derselben Zahl , wie die Moduls ihrer Systeme , und wenn 
man den Quotienten aus dein Logarithmo einer Zahl durch den Modul 
seines Systems in denModul eines andern Systems multiplicirt; so be- 
kommt man den Logarithmum eben dieser Zahl im andern System, 
nämlich : wenn für den Modul 77t der Logarithmus von y ss x , und 
für den Modul n der Logarithmus von y = u ist , so ist 

. u x 

xiuzssm : n 9 und xsss 771. — , ulssin. — . 

n m 

Beweis. Denn für den Modul m ist xsssjti co ^y* — ij und 

für den Modul n ist u s=s n co \y~—*J ($• *• z - n - <*•)$ 

- . u x 

folglich x:ussm:n 9 also auch x = 771. — , wsszn • — . 

n m 



Zusatz. Also ist der Modul diejenige Zahl , durch deren Multi- 
plication die Logarithmen des einen Systems sich in die Logarithmen 
eines jeden andern verwandeln lassen. 

Erklärung Q. 

$. 4. Dasjenige logarithmische System, dessen Modul = 1 ist, 
heifst das natürliche , ungleichen das hyperbolische , und die Logarith- 
men desselben heifsen gleichfalls die natürlichen f oder hyperbolischen* 
Ist hingegen der Modul eines Systems gröfser oder kleiner als 1 ; so 
heifst es ein künstliches , und die Logarithmen desselben hensen gleich- 
falls künstliclie. Zu kürzerer Unterscheidung wollen wir die naturlichen 
durch X, und die kunstlichen durch l bezeichnen, z. B. Ay heifst der 
natürliche, und ly ein künstlicher Logarithmus der Zahl y. 

Zusatz x. Also is£ im natürlichen System , wo m es i ist, die 

^ , , , 11 1 . . 

Grundzahl asi + i+-+ — + — 1- . . . (§, a.) 

a a.3 s -3«4 
d. L äs 2,71 828 i 828459045235 360«««» 

Zusatz ö. ly^sm Ay 9 d. i. man bekommt den künstlichen 
Logarithmum einer Zahl y, wenn man ihren natürlichen durch den 
Modul m des künstlichen Systems nmltiplicirt (§. 3.). 

W 
Zusatz. $. Also ist Aysss — , d. i. man bekommt den natür- 

m 
liehen Logarithmum einer Zahl y f wenn man ihren künstlichen durch 
den Modul m des künstlichen Systems dividirt (Z. 2.). 

l r 
Zusatz 4. Eben daher ist m == —^- , d. i. man bekommt den 

Modul m eines künstlichen Systems * wenn man den künstlichen Lo- 
garithmum einer beliebigen Zahl y durch ihren natürlichen dividirt. 

Zusatz 5. Wenn daher Xy = 1 ist; so ist ly a= m, d. i. die- 
jenige Zalü, deren naturlicher Logarithmus dem Modul 1 des natür- 
lichen Systems gleich ist, ist zugleich diejenige , deren künstlicher 
Logarithmus dem Modul m seines künstlichen Systems gleich ist. 



Zusatz 6. Also ist der Modul m eines künstlichen Systems dem 
künstlichen Logarithmo der Grundzahl a des natürlichen Syltems gleich. 
Denn diese ist diejenige Zahl, deren natürlicher Logarithmus ss 1 ist, 
z.B. der Briggische Logarithmus von 2,7 1 828**» ist 0,434294,,,, 
also ist der Modul ?n des Briggischen Systems x=o ,434294,«. 

Zusatz 7. Wenn hingegen ly sss i ist; so ist m sss — (Z. 4.), 

Ky 

d. i. wenn man den Modul 1 des natürlichen Systems durch den na* 
türlichen Logarithmum derjenigen Zahl dividirt, deren künstlicher 
Logarithmus ss 1 ist, so bekommt man gleichfalls den Modul m des 
künstlichen Systems. 

Zusatz Q. Also bekommt man den Modul m eines künstlichen 
Systems am bequemsten , wenn man 1 durch den natürlichen Loga- 
rithmum der Grundzahl des künstlichen Systems dividirt. Denn die 
Grundzahl des künstlichen Systems ift diejenige, deren künstlicher 
Logarithmus = 1 ist. 

Z. B. im Briggischen System ist die Grundzahl a 555 10, folglich 

1 1 



m 



Ä.io 2, 302585092994045«,* 

= 0, 434*94481903*5182765 *♦•• 

Lehrsatz 3. 

$. 5. In jedem System, defsen Modul ss: m ist, ist 

(z* z* z4 z* -v 

z — — H — •— — + — — +. ..J, und 

(z % zl z* z* % 

Beweis. Denn log. (1 +z) sss vi od (i+z)* — 7» 00 ($.1. Z. no. 6). 
Nun ist 

£■ 1 1-CO 1-OD.l-ßCO 1-00.1-2«. 1-300 

(i+z) =l+ — z+ -z* + — z*+ - z*+... 

V T ' «© 2CO a a.3CO? fl. 3.4004 

und 1 — 00 55s — 03 , 1 — 2 00 s= — 2 c© , 1 — . 3 co ss — 3co etc. 



J Z Z % Z* %l 

folglich (1 +z) ssiH 1 h — .... 

. QO20030O 4. OD 

m»(i+z) ssm<& + m[z — — + — h — .. 1 

\ a 3 4 • 

(z* z* z4 V 

z — — H H ... 1 
a 3 4* ^ 

— z — — — — ... ) 

234 J 



m 



(z* z* z4 X 

a 3 4 J 



Zusatz 1. Setzt man z ss n — 1 ; so ist 1 4-zsn, also ist im 
natürlichen System, wo 7/1=1 ist, 

(n — i)> (n — 1)* (n — i)4 

L A. ns (h— - 1) — • — — — + ————— +.... 

a 3 4 

Mittelst dieser Reihe kann man also schon die natürlichen Loga- 
rithmen finden, aber da sie sich dem wahren Werthe sehr langsam 
nähert, nur sehr mühsam. Z. B. 

A. a=i — | + f — i + }— f + — ... 
Zusatz s. Setzt man z = — ; so ist — ss 1 -— z, folglich 

71 71 



1 pl— 1 (71 1)* (71— 1)1 (71 — 1)4 "1 

A. - s=— I + ~ + i — 1 + i + ... I , also 

n L n an» 3?i? 411* T J' 

n _i (n— 1)* (n— 1)5 (n— 1)4 

ILA. Tiss + - -^ + - — ^ + - — - +.... 

n a n* 3 n* 4 w4 

Diese Reihe giebt den natürlichen Logarithmnm der Zahl 2 schon 
mit einiger Bequemlichkeit. Denn 

liii* 

A. a ss -+ — - + - + - — - + - +... 

s a.a* 3.3* 4 # a4 5.3* 



1+1+Ä+Ä + T^ + Th + 



. • • 



Für die folgenden Zahlen aber wird die Berechnung schon müh- 
sam | und zwar immer mühsamer , je gröfser sie werden. 

Lehrsatz 4. 
§. 6. In jedem System, dessen Modul sssmist, ist 

l+z S zl z* z? z9 X 

log. S=£2m[ z + — h — I 1 + . . . ). 

1— * \ 3 5 7 9 y 

Bexoeis. Denn da log. ss l (1 + z) — Z (1 — z) ist; so ist 

1 — % 

der Satz richtig ($. 5.). 

Zusatz 1. Setzt man daher z ss ; so ist nzf zss; n-— 1, 

n + 1 

* +z 

folglich l+z s=s(i — z)n f mithin - ss n. Also ist 

IILA.7tSS$ I i H ; r-H — +... 1 

Vi+i 3 ("+*)' 5(w+0 f 7(" + r «/ 

Mittelst dieser Reihe kann man den natürlichen Logarithmum der 
Zahl 2 schon sehr bequem berechnen. Denn . 

Ci 1 1 i 1 i x 

- + — r+ — T+ — ;+ — S+ 77 + ••• ) 
3 3-3' 5-3' 7-3 7 9-3 9 ii.i" y 



Da die Glieder dieser Reihe sehr schnell abnehmen ; so nähert sich 
dieselbe dem Werthe von K. s sehr bald. Die wirkliche Berechnung 
läfst sich sehr erleichtern. Denn man darf nur f in einen Decimal- 
bruch verwandeln, diesen immerfort durch 9 als das Quadrat von 3 
dividiren f die* hiedurch erhaltenen Decimalbrüche wieder nach der 
Reihe durch 1,3,5,7,9 etc. dividiren > und die Quotienten addiren, 
wie folgende Rechnung, zeigt : 



f 



9 I 
9 



0,6666666666 

740740740 

82304536 

9*44947 
1016105 

1 1 3900 

12544 
1398 

M5 



I 



9l 



I 

3 
5 

7 

9 
11 

13 
15 

17 



0/6666666666 

24691 3580 

16460905 

1 3 0642 1 

1 1 2900 

10263 

964 

92 

9 



K 2 = 0,6931471800 

Hier geben also die 9 ersten Glieder der Reihe X. 2 schon auf 9 
DecimalzifFern richtig , und man kann ihn also auch ohne zu grofse 
Mühe auf mehrere finden. Für die gröfsern Zahlen 3, 5, 7 aber wird 
die Rechnung schon viel mühsamer. Allein für diese lassen sich , wie 
bald erhellen wird, sehr bequeme Reihen angeben, sobald nur erst 
der Logarithmus von 2 auf sehr viele DedmalzifFern bekannt ist. 

Wenn in einem künstlichen System der Modul m entweder will* 
Icührlich angenommen wird, oder schon bekannt ist; so läfst sich 
mittelst dieser Reihe mit eben der Leichtigkeit auch der künstliche 
Logarithmus von 2 unmittelbar finden. Denn man darf nur das erste 

Glied in einen Decimalbruch verwandeln, und dann eben so, 

wie vorhin , verfahren« Z. B. im Briggischen System, wo 
mssso, 434294481903..., ist < 

ss 0,289 529654602 



391» 

T" 



9 | 321 6996 1622 

9 | 357444oi8o 

9 1 397160020 

9 | 4412889* 

9 | 490)210 

9| 5448oi 



9, i 
9, i 

9l 



60533 
6725 

747 
89 



1 
3 
5 
7 

9 
11 

13 
15 

.17 
»9 

31 



0,289529654609 

10743 320540 

714888036 

5673714$ 

4903 3 I O 

445746 

41907 

" 4?35 

395 

39 

3 



Z. 2 =3 0,301029995658» 



io 



wo also, der Briggische Logarithmus von 2 schon auf 10 Decimal Ziffern 
richtig ist. 

Zusatz 2. Setzt man z =s ; so ist 1 + x 



am- — 1 fin 3 — 1 

fi(7l* — l) 1+2 71* 

und 1— xss , folglich s=s „ Also ist 

sn 3 — 1 1 — £ 7i 3 — 1 

_ n* f 1 1 1 1 X 

/. =23772! 1 1 h -.. 1.... 1 

7i 3 -i \zn % -\ 3(»* 2 -0* 5(*» f -0 f 7(an a -i)7 ' 



L 



Da man nun jede Zahl r als ein Quadrat ansehen kann, so ist 
r 2 m 2 rn 2 in 2?n 



r — 1 ar — 1 3(ar — i)* ö(ar — i)* 7 (er— i)7 



• • • 



Also kann man mittelst dieser Reihe für jeden Bruch, dessen Zäh* 
ler und Nenner um 1 differiren , seinen Logarithmum sehr leicht fin- 
den , ohne dafs man die Logarithmen des Zählers und Nenners seihst 
wissen darf. 

sato 

Z.B. X. i = f + ; + .+ ; + -+... 

3-5* ö*5 s 7-5 7 9-5 9 

folglich f es 0,4000000000 : 1 es 0,4000000000 

25 | 160000000: 3=3 53333333 

35 | 6400000: 5 = 1280000 

25 | 256000: 7 es 36571 

25 I 10240:9^3 I 1 37 

. 25 | 409 : 11 s= 37 

25 | 16 : 13 ss i__ 

A. f se 0,405 4*51079, 



wo also die 7 ersten Glieder der Reihe den K \ schon auf 8 Decimal- 
aaffern zuverläfsig geben. 

DaX. l=s X. 3 — A.ajso istA.3SEA.l+A.*, folglich 
A. 1 = 0,405465 10... 
A. 2 = 0,693147180... 

■— «n-M 111 WlT 

ako-fc» 3 »1,0986 12-2 »-•. 



Man kann also durch diese Reihe auch die Logarithmen aller gan- 
zen Zahlen sehr bequem finden. Indessen giebt es -für diese noch be- 
quemere Methoden. 

* Lehrsatz 5. 

§. 7. In jedem System, dessen Modul ss m ist, ist 

ttt 7 L(n-i)+L(n+i) m . m m 

7/1 

T 7(2 »»- 1)7 



n» 



Baveis. Denn a £. n — Z. (n — i)(n+i) ==Z. — , folglich 

L(n-i)+Z.(n+i) m t» m 

£• 71 SSS — — — — — 4- — + " + , ' +t • • 

ö 2 n « r ~( 3 n » — i)5 5^2 n a — l)* 

Zusatz. Mittelst dieser Formel läfst sich der Logarithmus einer 
jeden gaaaenZahl aus den Logarithmen der vorhergehenden undnächst- 
folgenden Zahl äufserst leicht finden , mithin ist durch dieselbe die Be- 
rechnung aller ganzen Zahlen nach der Reihe , also die Verfertigung 
logarithmischer Tafeln ungemein bequem. Denn da die Logarithmen 
der zusammengesetzten Zahlen durch die blofse Addition des Loga- 
rithmen der Primzahlen entstehen; so ist es blofs die Berechnung der 
letztern, welche Mühe macht. Nun ist, aufser der Zahl s, jede Priuv 
zahl eine ungerade Zahl , folglich -die näehft vorhergehende und "fol- 
gende allemat^erade , mithin «us kleinem ♦Primzahlen* zusammenge- 
setzt, und ihre Logarithmen sind daher f wenn man diese nach der 
Reihe sucht , bereits gefunden . Also läfst sich durch diese vortrefliche 
Formel der Logarithmus einer jeden Primzahl nach der Reihe finden. 

**«* '. ,* •% * m m w m 

Z.B. ^.3 = 1 (*.s +1.4)1- H M 1 1-... 

x 7 3-*7 ? 5-*7' 7.17 7 

m * ,1 1 * m m m m ' 

l. S'Äf (/. 4+^.6) + — + :+ -7+ ; + ••• 

49 3-49 ? 5-49* 7-49 7 

B 2 



1A - 



l.j =|(Z.6+Z.8) + — + :+ ; + -+... 

97 3-97* 5.97' 7-97 7 

I. 11 =| (/. 10 +Z. 12) H + 



341 3.041* 5.241* 7,0417 



• • • 



J. 13=* (Z. 11 + Z. 14) + — + - + + - + ... 

2 97 3-297* 5. »97* 7-*97 7 

Um die Leichtigkeit dieser Methode anschaulich zu machen, wol- 
len wir Ä. 3 suchen : Da 17* = 289 ist* so ist 
K 2 = 0,69^1*471 805 
X. 4= 1,3862945611 

, 2,079441 54i6 
2 1 

1,0397207708 — 1,0397207708 

^=0,0588235294 : * =0,0588235294 

289! 20354*6 : 3= 678472 

289 | 7008 : 5 ===' 1401 

289 I 24:7= 3 



A. 3 =1,0986122878» 
WO X. 3 schon auf 3 Dedmalziffern zuverläfsig ist. ' 

Bey gröfsern Zahlen aber ist die Bequemlichkeit dieser Methode 
noch sichtbarer, 

1 i 

Z.B. Ä.9i9=|(X.9i8+A.92o)+ -— +— — ; + 

* * * 1689121 3,1689121* 

folglich Ä. 918 = 6,822197390620490 

ss 6,824373670043085 



• • • 



K 


918 


K 


920 

1 


xd 


89I2I 



»I 



13,646571060663575 

— ^— — — — — — ■■■ ■■■■■ 1 11 1 m» 

6,823285530331787 

592023898 



A.9I9= 6,823286122355685» 

wo schon die halbe Summe der beyden Logarithmen den gesuchten 
Logarithmum auf 5, und die leichte Division des ersten Gliedes auf 
14 Decimalriffero richtig giebt. 



Lehrsatz 6. 
$. 8« fr jedem System, dessen Modul = vi ist, ist 

77t 77t ► 

* v ar*x a — i 3(flHx*- i)* 

m 7?i 



"i - • • • 



5(2 r* x a — i)* 7(2 r 3 x a — 1)7 

77t 77t 

VI. l.r5=lZ.(r*r*— 1)+ — -— —; r + 7-7-t r; 

+ v «.(aHH — 1) a.3(ör*r* — 1)* 

77t 77t 

+ s.5( 2 r*r*— iV + ß. 7(37* 7* — i)7 + # " 
Baveis. Denn man setze rx =n; so ist Z. n ss Z. r-f-Z. x f 
und Z. (n f- i)+Z.(7i + x)s=Z.(7i*— i)=Z.(r a x*— x), folglich 

(r*x a — 1) m m 

I.r+Z.x=Z. -+-7—* +-7— ri v5+'- ($-7-)' 

& ör*x* — 1 3(2 7^x a — i)* 

ako/.rag|/.(rV-i)-*.x + + + Nf +"» 

at-'x'-i 3(ar*x*-i)* ^CaHx'-i)* 

Setzt man daher x ss r ; so ist 

• * * « . » W* 77t' 

ar'T^ — 1 3(4 rx a — i)3 

77t 77t 77t 

* 0(157^7^-1) ft.3(arV-i)* fl.5(2rV-i)J 

Zusatz. Diese beyden Formeln sind sehr merkwürdig. Mittelst 
V. kann man den Logarithmum einer jeden Zahl r aus dem Logarith- 
mo einer jeden beliebigen Zahl x und aus dem Logarithmo von (r 2 x* — 1 ), 
und mittelst VI. aus dem blofsen Logarithmo von (r 7 r* — 1) aufseror- 
dendich leicht finden. Gesetzt z. B. man verlangt den Briggischen Lo- 
garithmum von 3 ; so ist, wenn man beliebig x ss s 1 setzt, l. (3*. jj i a — . 1) 
SS?» 3968» mid aHx*— is=7935> folglich nach V. 

• , Ä - 77t 77t 7IX 

* 3 = 1^3968—^31+—-+ ;+- ;+... 

7935 3-7935* 5-7935' 



folglich /. 3 9 6 8 = 3»5 985716 

a '«>7992858 
2. 11 = 1,3 222193 

0,477066*5 

0*4342944 — . - . _ 

— 547 



793* 



J. 3= 0,477121 2, 

wo also eine einzige leichte Division für 3 Ziffern des Quotienten l. 3 
schon auf 7 Dezimalziffern richtig giebt. 

Wollte man z. B. den Briggischen Logarithmum von 11 9 so ist 
ii a .n 2 -i = i464o, und 2(211". n'-x)ss 58562, folglich nach VL 

I.ii=x: |Z. 14640+-—— + 7T7-; + r"7+— 

58562 2.3.58562? 2.5.58562* 

mithin Z. 1 4 6 4 o = 4,1655 411 

4 ' 1,0413853 
0,4342944 —. 



fSftf* 



74 



l. 11 r= 1,0413926 

wo alle 7 Decimalziffern gleichfalls zuverlässig sind, und es läfstsich 
leicht übersehen , dafs diese einzige Division den Logarithmus von 1 1 
wenigstens auf 12 Decimalziffern geben mu£s, wenn man für l. 14640 
mehrere Decimalziffern in Rechnung bringt« Diese Methode für x 
jede beliebige Zahl anzunehmen , oder auch x =s r zu setzen, um den 
Logarithmum von r zu finden , dient nun zwar freilich nicht zur J3e- 
rccfinung logarithmischet Tafeln, aber um so mehr zur Prüfung ihrer 
•Logarithmen , besonders der Logarithmen der kleinern Primzahlen, 
deren Berechnung ^eben die meiste Mühe macht, indem man diese 
<mch V. und VL durch die gröfsern ungemein bequemer finden kann, 
als nach §. 7. IV. 

^ Zusatz 2. Wenn man aber im Stande ist, für eine gegebene 
Primzahl r eine kleinere x von der Art zu finden, daüs keiner von den 
einfachen Factoren, aus welchen die Äahl (Hx*— 1) zusammengesetzt 
ist, gröfter fth r4st, oder wenn dieses vao, der Zahl (r* r 1 — 1) selbst 
gilt; so kann man im evstern Falle nach V. und im letztern nach VL 



für Lr eine Formel finden, durch welche mau ihn aus den kleinern 
Logarithmen auf eine sehr große Menge Decimalziffern mit erstaunli- 
cher Leichtigkeit beredinen kann* Gesetzt z. B. man verlangt eine 
bequemere Formel, als alle bisher bekannte, für den Briggischen Lo- 
garithmum von 3, so ist 3*. 3? — 1 s» 8<>, und 2(2 . 3*. 3* — 1) s=s 300, 
folglich nach VI. 

. , m m m m 

l. 3=i^.8o+ — -+- - + - + -+.., 

322 3.322* 5>Z*tf 7.3227 

Nun ist 80 = 2. ö. 2.10, folglich l. 80 = 3 L 2 + 1. Also läfst 
sich der BriggUdie Logarithmus von 3 aus dem blofsen L 2 durch diese 
Formel finden, deren Vorzug vor der $. 7. IV., welche unter allen 
bisher bekannten die bequemste ist, von selbst in die Augen fällt, 
wie auch folgende Rechnung zeigt ; 

* 2. 80 =s 1,90309*00- 

4 ' 0,4757725 
rn — -^ I 3487 



**3 = 0,477121 2, 
WO alle 7 Decimalziffern richtig sind» 

Will man aber diese Formel auf den natürlichen Logarithmum 
von 3 anwenden; so mufs man, da X. 20 nicht 53 1 ist, außer K ft 
auch schon A. 1 o wissen» 

Gesetzt ferner, man will I.5; so ist, wenn man x=? 5 setzt, 
5* -ö 2 — 1 = 524= 2.2 . 131, folglich der eine einfache Factor I3r 

Söfser als 5 , folglich läfst sich nach VI. 1 5 nicht aus den l 2, l. 3 , die 
einer sind, als 5 , finden. 



Kianx=3; so 5*. 3* — 1ss0545srA.fi. s.a. 2.7, wo7>5, 
also ist auch L 5 nach V. nicht blofs aus /. a und L 3 zu linden , son- 
dern man rauf» schon auch l. 7 wissen« 

Setzt man aber 25=92; so ist ^ä'— 1—39,-3. 3.11, wo al- 
«0 wieder schon in bekannt seyn mufs, wenn man. die Formel V. 
auf l. 5 anwenden wilL 



i6 



Verlangt man 1.7; so ist 7*. 7 a — 1 = 04005=52. a.a .5, i . 10, 

folglich Z. 7'. 7*— 103 /.0+^3 + ß l.io f und 

2 (2. 7*. 7*— i)s=96oä, also nach TL 

7 r i , . m m ™ 

Z. 7S= J J. 0400+ -- — H j. 



• • . 



960a 3.9602* 5 .9602* 
wo die Reihe schon sehr couvergirt. 

Verlangt man l . x 1 ; so ist , wenn man x= 9 setzt, 1 1* . 9* — 1 

0=98005=52.7.7.10.10, wo die Factoren alle kleiner sind, als n # 
also ist hier nach V , 

, , 98oo m m m 

Liizszl — l.g+ < + + + ... 

a 19601 3.19601* 5.19601* 

■ 

Zusatz 3. Da r* x? — 1 ss (rx+ 1) (rx — 1) ist, so darf man, 
tun die Factoren von r*a? — 1 zu finden , nur die Factoren von rx+ i, 
und von r x — 1 suchen. 

Daferaerr'**— i=(r*+i)(r»— i)=(rM-i)(r+ i)(r— 1), und 
sohon von selbst klar ist, dafs jeder Factor, sowohl von r+ 1 , als von 
r — - 1 kleiner als r ist, so darf man, um die Factoren von r*r* — t 
zu finden , nur die Factoren von r 2 + 1 suchen. 

Zusatz 4« Will man also für den Logarithmum einer jeden Prim- 
zahl r eine solche Formel finden, dafs man nur wenige Glieder der Reihe 
nöthig hat, um denselben auf so viele Decimalziffern als man will, 
z. B. auf 40 , 50 etc. äufaerst geschwinde zu berechnen ; so suche 
man 

1. die einfachen Factoren von r* + 1. Ist jeder von diesen kleiner, 
als r ; so gilt für l . r die Formel VI. Ist dieses aber nicht; so setze 
man die nächst kleinere Primzahl s= x, und suche 
a. die einfachen Factoren, sowohl vonrx+i als von rx — i. Ist 
sowohl von den erstem als den leztern jeder kleiner als r; so gilt 
für l.r die Formel V. Ist dieses aber nicht; so setze man wie- 
der die nach st kleinere Primzahl s= x , und verfahre eben so , wie 
vorhin , und setze dieses so lange fort , bis man auf eine von den 
kleinern Primzahlen x kommt , wo jeder einfache Factor sowohl 
von rx+ 1 , als von rx — x kleiner als r «st, 



Z. B. Will man eine Formel für L 71 ; so ist 71*+ 1 sä 504* 
==2.2521, wo 2521 eine Primzahl ist , also findet hier die Formel VT 
nicht Statt. Man setze also x = 67; so ist 71 . 67 + 1 ss 4758 
5=2.3.13*61, und 7 1.67 — 1 = 4756 = 2.2.29.41. also findet 
hier die FormelV Statt. undesist7i 3 .Ö7 a — 1 = 2?. 3. 13*29.41 .6i t 
und 2.71*. 67* — 1 ss 2 (71 2 . 67' — i)+i»2. 22629048 = 452 58097. 
also 

mm 

l. 71=!/. 24. 13. 29 .41. 61 — L 67 H 1 -:+••• 

45258097 3-4528097^ 

"Will man eine Formel für 83; so ist83 2 +i — 689o=io. 13. 53, 
also gilt hier die Formel VI. Da nun 83 + 1=84 = 3.2.21, 83 — 1 
= 82 = 2.41 ;soist 83*. 81* — 1 =47458320 =2^. 3 ♦ 7. io. 13.41.53, 
und 2 . 83 2 • 83 2 — 1 = 2 (83*- 83* — + * — 2 • 47458320 + 1 
=94916641 , folglich das Duplum = 189833282, also 

m m 

/. 83=1^.240.7. 13.41 . 53H + r + .„. 

* ^ 18983328a 3.1898332831 T 

Will man eine Forhiel für l. 89; soist89 a + 1 ==7922 = 2. 17 . 233, 
also findet hier die Formel VI nicht Statt. 

Setzt man x = 83> so ist 89-83 + » ==7388 = 2. 0.1847, also 
findet hier die Formel V nicht Statt. - . . . <' 

Setzt man x= 79; so ist 89-79+ 1 a 7032 s=s 22.3. 293, also 
findet die Formel V auch hier nicht Statt. 

Setzt manx= 73; so ist 89-79 + l — 6498 = 2.3.3. *9-i9> 
tomI 89*79 — 1=6496= 2?. 7. 29, also 

' m -w 

#.89=lf.a 6 .3 a .7.i9 a .ß9 — *.73+^ *-'H r* ;+••♦ 

84422017 3.84^220175 

Hat man eine Tafel aller einfachen Factoren der zusammenge- 
setzten Zahlen ; so ist, so lange diese hinreicht, das Aufsuchen sol- 
cher aufserordentlich bequemen Fprmeln für die Logarithmen der 
Primzahlen keine Arbeit zu nennen, sondern eine angenehme Erhöh-» 
lung. Kommt man aber auf Zahlen , wo dergleichen Tafeln nicht 
mehr zureichen; so macht zwar das Aufsuchen der einfachen Factoren 
einige Mühe , die aber in Rücksicht der Wichtigkeit der Sache fer- 

C 



tlge Rechner nicht scheuen werden, da sie bey weitem derjenigen 
nicht gleich kommt, welche Brigg und Vlacq zur Berechnung der 
gemeinen Logarithmen nur auf wenige Decimalziffern anwenden mufs- 
.ten f und mit so vielem Vergnügen anwandten. Um hiezu fertige 
Rechner desto mehr aufzumuntern , entschlofs ich mich , da ich vor 
.etwa 5 Jahren auf die Formeln V , VI kam , selbst einen Versuch zu 
machen , und in einigen Erhohlungsstunden die Logarithmenformeln 
wenigstens für die Primzahlen von 7 bis 151 aufzusuchen , allein die- 
ses Geschäft zog mich so sehr an, dafs ich es bis zur Primzahl 1009 
fortsetzte, und mit Vergnügen viel weiter fortgesetzt hätte, wenn 
meine anderweitigen Geschäfte es nur nicht unmöglich gemacht hät- 
ten. Ich werde am Ende dieses Aufsatzes diese Formeln mittheilen, 
deren Werth der .Äugenschein am besten lehren wird. 

Lehrsatz 7. 
: §. 9. In jedem System , dessen Modul =2 m ist , ist 

(U V? tt* !*♦ U? % 
1 -H h... ), und 
r »f* 31* 4^ 6** J 

(u u* u* u* u* X 

u 
Beweis. Denn man setze — — z; so ist 

r 

. /" «*X Su u* u* u* u* \ 

l. ( xH — jssmf 1 — — H : h... J, und 

(u\ SU U* U* u+ U* N 

1 )ä=— m( -+-—+-— +—+—J+...) ($-50 
rj \r sr 1 3r* 4H srS J 



Nun 



ist/. A + -^==s/-^t^==/-(r+M) — Lr, und 

!/i-^!, r -=- M Ä !,(r-.u) : .!.r, 



und 



Cu u* u' m4 x 

— — — H — r— - — :+—... } 
r sr 3 3r3 4r* y 

, SU U % U? U* X 

Z. (r — w):=Z.r — 7nf - + — H - + — + . .. V 

Vr ar 1 3 r* 4r4 y 

Zusatz. Diese beyden Formeln sind vortheilhaft , wenn man 
den Logarithmum einer Zahl verlangt, die schon die logarithmischen 
Tafeln übersteigt, ohne den Logarithmum der nächft kleinern und 
gröfsern Zahl zu wissen. So enthält die Wolframsche Tafel die na- 
türlichen Logarithmen nur für die Zahlen von 1 bis 10009. Gesetzt 
also, man hätte den natürlichen Logarithmum von 79571 6334 nöthig; 
so darf man nur r= 795700000 , und u=; 16324 setzen, alsdann ist 
nach VII 

16324 16324* 

*. 795716324= A. 7957 +A.10H ■ H-^— '... 

795700000 2.795700000* 

ssX.7957 + 5 X.io+o, 00000205 152694— 2. 0,00000205 152694*+. , # 

folglich X. 7957 =s 8198180732337753 
5 A. io s=s 11151292546497020 

205152694 

A. 795716324 « 30,49473483987467^ 

WO die 1 3 ersten Decimalziffern völlig sicher sind , denn wollte man 
noch das ste Glied der Reihe subtrahiren, so kommt, wenn man 
1105152694 durch ihr Duplum, nämlich durch 41030538 dividirt, 
die erste Ziffer 5 des Quotienten schon unter die letzte i4te Decimal- 
ziffer 7 , und daher statt 7 nur 2 , die aber noch zu Idein seyn kann. 

Verlangt man für dieselbe Zahl 795716324 den Briggischen Lo- 
garithmum: so ist, da man hier die Tafel für die Zahlen von 1 bis 
etwas über 100000 hat, r = 795710000, USS6324, also 

63247« 6324 m* 

h 795710324=: l. 795710000 H — ■ »-■ (- ... 

795710000 2.795710000* 

wo, aufser der Multiplication des Moduls durch 6324, die Rechnung 
eben so leicht ist, und das erste Glied der Reihe den Lpgaritlimum 
schon auf 14 Decimalziffern sicher giebt. 

C s 
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In der Zahl 7957x6304 ist die erste Ziffer, welche die Tafel der 
natürlichen Logarithmen übersteigt , klein, nämlich 1. Hier ist also 
die Formel VII bequemer. Nimmt man hingegen eine Zahl , wo ge- 
dachte erste Ziffer gröfser als 5 ist; so ist die Formel VIII bequemer. 
Gesetzt z.B. man verlangt den naturlichen Logarithmum von 795693467; 
80 ist, wenn man dieselbe von 795700000 abzieht, die Differenz 
s= 1533. Man setze also rc= 795700000, und u = 1533; so ist 
nach VIII. 

15« IS3S* 

795700000 2.7957ooooo : 

So vorteilhaft indessen die Formeln VII, VIII sind; so sind 
dennoch die folgenden IX , X noch weit bequemer. 



K 795698467=^7957+ 5^- 10 — rrrr;rrr: — a +- 



Lehrsatz 8. 
$.10. In jedem System, dessen Modul xs m ist ; ist 



/" u u* u* N 

IX. Z.(r + u)a=:Z.r+2Fn( + — -+— r c +--- )» 

v Var + a 30"* + ")* 5(zr + u)i J 



und 

Beweis. Denn L = l. (r + u) — l. r. Nun setze man 

r 

sss ; soistr+u — rz — uz=:r+rz 9 folglich 

r 1 — z 

u=sf&r+u)z. mithin z . Also ist 

v ' fir+u 

(U tt* N ,* /.\ 

mithin 

f u u* N 

S u iü ifi X 

Z.(r — u)z=zl.r — 2 m [ 1 ; + — — + ••• !• 



Zusatz. Da diese beyden Reihen weit stärker convergiren , als 
die in den Formel VII, VIII; so sind sie, besonders da, wo man für 
den Logarithmum viele Derimalzdffern verlangt , diesen weit vorzu- 
ziehen , und daher nicht nur sehr brauchbar , wenn man Logarithmen 
verlangt, welche die Tafeln übersteigen , sondern überhaupt in allen 
Fällen, wo man einen Logarithmum verlangt, ohne den nächst vor- 
hergehenden und folgenden zu wissen. Wollte man hingegen diese 
Formeln zur Anfertigung logarithmischer Tafeln für die ganzen Zah- 
len gebrauchen j und nach denselben aus den vorhergehenden Loga- 
rithmen die nachfolgenden berechnen; so würde das Verfahren müh- 
samer seyn, als das nach der Formel IV, §. 7., in welcher die Reihe 
weit schneller convergirt» 

Lehrsatz 9. 
§. ii # In jedem System , dessen Modul =3 7/1 ist, ist die Zahl 

J m % 2inr s.3?n? 2. 3.47/14 2.3.4.57/1* 

Beweis. Denn da y = [ 1 H — '-Z* ) °° (§. 1 . Z. n. 4.) ; so ist 

V mcoy 

col.y co. 00 — . l.Z.v* co . co— 1 . 00 — 2 . Z.v? 

r — 1+ i + r-r- + r-r-— +••• 

J 1771 CO l.£77ft a CO* l.fl »37/1^099 

Nun ist co s= co — 1 = co — 2 =s «5 — 3 u. s. w. Also ist 

L y l y* L y* 1. <y4 

* in 2M l 2.511V 2.3.47/14 

Zusatz . 1. Mittelst dieser Reihe kann man also aus einem gege* 
benen Logarithmo die ihm zugehörige Zahl finden , aber wenn die 
Kennziffer über oist, sehr mühsam, und wenn jene sehr grofs ist, 
gar nicht, weil die Reihe alsdenn nicht convergirt. Indessen wird 
sie bequemer, wenn man die Kennziffer des gegebenen Logarithmen 
in o verwandelt, und zur gefundenen Zahl nachher so viel Nullen 
hinsetzt, als die Kennziffer des gegebenen Logarithmen Einer enthält. 
Indessen findet diese Erleichterung blofs bey den Briggischen Loga- 
rithmen Statt. 
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Zusatz 2 . Diejenige Zahl y , deren Logarithmus L y dem Modul m 
gleich ist, die die Grundzahl a des. natürlichen Systems (§. 4, Z. 6.) ist 

i 1 r 

2,3 fi.3.4 0.3.4*5 
also eben so, wie dieselbe §♦ 4. Z. 1. gefunden worden. 

Lehrsatz 10. 
§.12. In jedem System, dessen Modul == vi ist, ist jede Zahl 

l.y—rl.u l. y 2 — l. u 2 l. yl— L u 2 L<y+ — l. w4 
y — u+ _£ + -^ -_ +-J - + -^ - + ... 

l. y l. y 2 l y 2 l y 4 

Beweis. Denny:=si+-i + — =^+— ^— + ^ + ... 

m 2 m 2 2.5m 7 2.3.47/14 

l. u l. v? I. u 2 l. u+ 

undussH- + - + _—-- + — ;+...(§«n.), 

m 2 m 2 2.3^ 2.3. 4 m4 v * " 

l.y — l. u Z. y 2 — l. u 2 l. yi— l. iß 

folglich r — u ss -^ 1 - H— — -—- + ... 

D m 2 m 2 2.3 m 2 

Z. y — Z. u l*Y 2 — £ w 3 Z.y* — Z. u 2 

alsoys=M + -^ + -~ - — +-^ r- + -.- 

m 2 m 3 2.37/1? 

Zusatz. Mittelst dieser Reihe kann man aus jedem gegebenen 
Logarithmo , welcher in den logarithm. Tafeln nicht genau befindlich 
ist, die ihm zugehörige Zahl bequem finden, wenn man den zunächst 
'kleinem Logarithmum in den Tafeln = Z. u setzt, z. B. gesetzt der 
gegebene natürliche Logarithmus sey = 9,o8y5837= l- y so ist in 
den Tafeln der^unächst kleinere für die Zahl 88 6i = 9,0394149 s=s Z. u, 
l.y*— Z.tt=o,oooi6 8 6, wo also die Reihe schon sehr convergirt. 

Wenn man auf diese Art die Zahl, welche einem Logarithmo 
der in den Tafein nicht genau befindlich ist, zugehört, wirklich be- 
rechnet; so läfst sich dadurch prüfen, in wiefern die gewöhnliche 
Annahme, dafs die Decimaltheile zwischen zwey nächsten ganzen 
Zahlen, den Decimaltheilen zwischen ihren Logarithmen , beynahe 
einander proportional sind , richtig ist. 

Zu diesem Behuf sind indessen die Formeln IX , X $. 10. weit 
bequemer. 



— «3 — 
Formeln 

mittelst welcher sich aus den Logarithmen von s und 5 die Logarithmen 
der übrigen Primzahlen mit der grossesten Leichtigkeit auf 30, 40, 50 

und mehrere DecimalzüFern berechnen lassen. 

mm 7ti m 

l 3 = il.80+ — + r + r+ =+... 

, 32* 3.32s 3 5.322* 7,322 7 

in m mm 

l 7==i J. 34 oo+— + ? 96o2 , + 5 . 96oa * + 7Ti65F +< ** 

77t 771 771 

* yo y % 19601 3. 19601* 5.19601* ** 

771 77» 771 

* * W " / a^OI 3.2464OI,* 5.2464OI' 

771 m 77t 

i 17 = i 1. 2600 — 1 3 + H -+ J f + ♦ ♦♦ 

' a * 5201 3.5201 3 5,5201' 

m w* m 

i 19 = §2.480.7. 13— Z.11H ---l 1 (-«♦♦ 

y ** / * T 873«i 3 -87361^5. 873«i 5 

77t 77t 17t 

laj sa , l t a4 o. 4 9.iJ-lV+ S5?S + i:i5?S? + ri ^ 5 ;+... 

_ _ _ % 77t 77t 771 

L 2Q=sil 1200.11.23 — ^.19 + - 1- -H L a 

* * 607201^3. 607201* ^5. 6o72oi* Tf# * 

. . . • m w* m 

48049 3.48049 3 5- 48049* T ** 4 

_ m m m 

1 4* ^z*« 3360.29429+ ■ + a + . + ♦«♦ 
* ** * * 1130304a 3. 11 303042* 5.11303042* *** 

t 771 Hl jri 

l43 = J2. 1300.77.37+ ■ + A :•+♦♦♦ 

'•S3=5^4So.23.43— I.I3H H -+— — r+ttr 

' ** ' 949441 3-94944* 3 5-949441' 



♦ ♦ ♦ 



■ 

l*9=s-iLi20.ii.u-i3.1i-J-4i+ - — H - h ^L. l„. 

11703121 3.11703121 3 5,11703121V 

- * • W* 771 irr 

I. 61 — il 38<M9-»3.4i— 143 + — 7 + 2 7+ ^ + • ♦ - 

13760257 3-i376°*57 3 5-13760257*^ 

l, 67=lL 3360.31 .59 — 1 37 + - 1 H ™ + 

12290881 3»i229088i 3 5.12290881* 

l 71 =11. 312. 29. 41. 61— 1. 67 ^ j. — + „ t 

'" 45258097 3- 452S8097 3 

173 = 1^1440.13.37.41 + ™ + + „. 

113592962 3.113592962 1 

- 771 771 
I. 79 = it7200.49.l7—l3I + — + - 1 + ,„ 

11 99 5201 3.11995201 3 

L 83 = if. 1680. 13. 41. 53 4^ + ■ + ♦♦♦ 

189833*8« 3 -18983328a 3 T 

. - , 771 771 
i.89 = .Jfc4032. 19. 19. 29 — 1. 73 + - + —; + .♦♦ 

84422017 3 . 84422017 

^ - m 771 
I. 97 = ! I 4200. II. 23. 6l —J. 83 + + — + ♦♦♦ 

7/ 129637201 3.129637201' 

l ioi=*1- 552. 31. 71. 79 — 1 97^ h = + ♦♦♦ 

#1 * " * . T 191962417^ 3. 191962417 3 

m 771 

l 103=^^4200.17.23.29—7.67+ — — ^ .._+„, 

* * * 95247601 3. 95247601 3 



^H «Mb 

1.107 = 1^1200.13.23.59—143 + 



L 109 = ^ 1800.49. 11.97—'. 89 + 



4233*40* 3-4233840I 3 

771 m 



♦ ♦ ♦ 



--!-♦♦♦ 



♦ ♦ . 



i88[2i88oi 3*i882i8Soi 

,771 771 

1. 113 = i 1 - 2640. 23. 23.97 — 1. 103 + — + 7-T + 

* • n ? ^^270932641 3. 27093264I 3 

» m m 

1 127 =4 L 2360.65. 23 . 41 — «*H3H 1 1 r + ♦ t ♦ 

*' '* ■ 41 1902401 3. 41 190240t 1 



— «5 — 

1 131 £=11.240. 121, 59.119» 4x09-1 - + ♦.♦ 

40777968 1 

1137=$!. 2880.49.17.83—1103+ ÜL__ + ,,. 

398240641 

1.139=1 1.528. 13. I3.37-67— *-i°7 + ™ + ♦♦• 

442412257 



1. 149 -=11.720.385.19.43—4101 + 



m 

■ « ♦ ♦ 



4529448OI 



IL 151 = 1 4 384.5(7. 11 .101—4 103 -1 - + . . » 

483791617 

/.I57 = |L2520. 17. 3I.4I_i.47+*_ — + ♦.♦ 

108899281 



Z. 163 = 1/. 8640. 17,19. 109— L107+ 

608376961 

Z. 167 = I /. 4160 .99. 31 .41— Z. 137 + 



m 

■♦ ♦ » 



m 

♦ ♦ ♦ 



IO4689728 I 

z. 173=^/. 35640.59. 151— Z.103+- — - — +,„ 

635033521 



Z. 179 = i l. 2016. 19 . 61 . 157 — 1 107+ 



m 

• ♦ • 



7336748 17 



z. i8i=sz. 64800.97. 167— 1 179 ^ ZI — *+♦.. 

2099390401 

l 191 =^.65280.19.29.37^ Zl — +♦♦♦ 

532345344« 



z. 193 = $ 1. 96000. 97. 149 + 



m 

♦ ♦ ♦ 



554^952002 



Z. 197 = i 1 888 . 67-107. 139 — Z. 151 4. 



1769768017 



♦ ♦ ♦ 



m 

♦ ♦ ♦ 



1199 = 141320.343.19.79—4131+ . + 

I359»8$52I 

D 



* m ■- 



*6 



Z.aii=JI. 1680.53.113.197 + - + ,,< 

792847776« 



m 

♦ ♦ ♦ 



2267741 8 57 

m 

l. 227 = 1 L 7«8o . 103 . 173 — 1 157 + —j— + ♦ ♦ • 

2540276641 

1 229 = 1 1 2016 • 19 . 19 . 47 . 79 — l 227 ^ — — l # t 

5404404577 



7. 233 =i /. 18720 . 29 . 61 ♦ 89 + m 



11789182082 



♦ ♦ ♦ 



m 

♦ ♦ t 



7. 239 = £7. 6720. 13 .13-13 -13- 17 + — + 

13051234562 

7. 241 = i 7. 7560 • 19 . 47 . 191 — 7. 149 -| — — + ♦ • ♦ 

2578912561 

« 

L 251 = i l. 22680 . 209 . 67 — 7. 71 4 1- ♦ ♦ ♦ 

635176081 



♦ ♦ ♦ 



L 257 = 11. 864-49 • 31 • 37-79 -^ 241 + —-———• 

7672383937 

i «63 = i L 3216 . 209 . 43 . 139 — 1 241 + 1 — l- . • . 

8034809377 

7.269 = 17.63360. II . 31 .211 — 7.251 J [-♦•♦ 

^ ^ T 91 17630721^ 

7. 27 1 = i 7. 72900 . 574 . 1 27 — L 269 -J J- ♦ ♦ ♦ 

/ / * ^t / ^^10628528401 



1 277 = i 7. 3 2760 . 37 . 37 • 11 3 — I- 2 57 + 



I. 281 = i 1 65520 . 23 . 41 . 73 — 7. 239 + 



7. 283 = 2 *. 48240 . H . 41 . 239 — 7. 277 + 



m 


+ ♦< 




101 35747441 


► ♦ 


m 






1 






020662561 


♦ ♦ ♦ 




m 


+. 




I2290297761 


♦ t 



1 291 = i 1 53800 . 17 . 73 . xoi 4. Z 4^ # . 

29480203202 



1.307 = *!. 4464-37. 157.263— *• a^9 + 



m 

♦ ♦ • 



13639903777 



m 



L 311 = 1 J. 5640.73.89- 191 — 1-269+ 7-7-7- + ♦♦ 

13997656561 



L 313 = i f. 6240 . 97 . 101 . 157+ 



3839169984* 
h 317 = i L 2856 . 71 . 107 . 269 — L 241 + 



■f ♦ # ♦ 

m 

" ' ♦ ♦ f 



II 6730032 17 

l 33 1 = | /. 1056 . 29 . 31 . 73 . 149 — l 307 + ■ + ♦ . f 

20652029377 

*• 337 = JJ- 873&>. 13*41 .^7 + r + ♦♦♦ 

51591671042 

*. 347 = äl-lfeoooo. 77. 97 — l 317+ ^— + ♦♦# 

24199560001 

2. 349 = i '• 1944 • «7 • 121 . 271 — /. 337 + ™ + , f f 

27665635537 

t353 = i t i998oo. 199.251— L 283 + ^ + ♦♦♦ 

19959620401 



*-359 = i I . 8360. 187-67. 197 — l 349 + 



m 

• * t ♦ 



3139566936I 



2. 367 = 11 142200 • 13 . 31 • 283 — 1. 347 + - — + 

3243S53S6oi 



♦ ♦ » 



*.373 = U 1584. 19. 19. 19 -23. 61— * 331 + 7Z + 

30486224737 



m 



*• 379 = *'- 459 -736-79- 143 — ^-163 + 



m 

*• ♦ ♦ ♦ 



7632755457 



m 



1 383 =»t 4320. 133 . 137 . 251 — 1 367 + (.. ♦ . 

39SI478944I 

D 2 



£8 



m 

■ ♦ ♦ ♦ 



m 

'■ ♦ ♦ ♦ 



I. 389 = U ijia . 17 . 3X . 89 • 313 - 1 383 + 

44394 2 S23J7 

1 397 = i '• 3504.^99 -73* 351 — i349 + — 

38393867617 

L40i=|I. 19^800.37.53.67-1 

103427846402 

1.409=11 18480. 247.71. 83 - £401+ ÜL. — + f „ 

53797904161 

1 419 — i l. 3 19200 . 199 . 397 - z. 379 + 



m 

• ♦ ♦ * 



m 



50435515201 
m 



♦ ♦ ♦ 



'. 4 21 = i l* 21840 • 17 . 211 . 401 4. 

12565748832a 

'• 43 1 = J l. 8640 . 43 . 293 . 3 17 4. 



♦ ♦ ♦ 



m 

• ♦ ♦ • 



138028596482 



m 



1 433 = *'• 41400, 37.IOI .191 — l 397+ + 

5909990760 1 

*• 439 = i'. 28560. 53. 67. 353 — 1.431 + — — ^ — — + ♦♦. 

71600091361 



1. 443 — i '• 6630000 . 37 ♦ 157+ 



m 



I5405468OOO2 



.449 = 11.29040.403.277—^401 + - + M* 

6483528480I 



m 

■ ♦ ♦ ♦ 



*-457 = i 1. 6356 . 1183 ♦ 59 • 79— *• 409 + , 

69872939137 

J. 461 = i i 35280 . 11 . 219 . 439 — 1 419 + 



m 

« • ♦ 



Z. 463 = i l. 73920 . 321 . 29 . 97 + — — — + 

183816272642 



74620798561 



m 

♦ ♦ ♦ 



1 467 = 1/. 9360. if3. 193. 233 + 



m 



19025 1247682 



2 9 — 

m 



f. 479 =*'• 2592-37. 37- 83- 167— '• 4<S3 + „ 
'• 487 = 3^ 1704. 139. 367.479— 1. 419 + 



• ♦ • 



m 

♦ ♦ * 



83275253617 



m 



Z. 49X = £ Z. 24360 . 73 . 151 . 181 — 1 449 4 + ♦ ♦ ♦ 

97204341 361 



l. 499 = 1 1. 4758000 . 83 ♦ *57+ 



m 

♦ ♦ ♦ 



248005992002 

m 



J. 503 == i 1 3552 . 247 . 149 - 373 — *■ 439 + MrtkrM „^ 

97520294977 

m 
/. 509 = | l 4O8O . 127 . 2{I . 46l + 



♦ ♦ ♦ 



m 

♦ ♦ « 



268491858242 



m 



^. 521 === I /. 6480 . 361 . 149 • 157 — ^ 449 +7— --—-—+♦♦ ♦ 

109445554081 



'. 523 = 1 1 88200 . 23 . 113 . 283 — 1 487 + 



7. 541 = 1 1 54800 . 43 , 197 . 21 1 — 2. 461 + 



129745198801 

m 
124401717601 



♦ ♦ ♦ 



• ♦ ♦ 



1 54,7 — i *• 3408. 3». 37.43 -S2I — 1 541 + 



m 



I75M5578657 



♦ t ♦ 



^557 = J^44«4.äI25.73 # I39 4. 



m 



385017768002 



♦ ♦ • 



*• 5*3 = * *• 1 84800 • »3 • 1 5i • *39 — 1 5*3 + + ♦ ♦ ♦ 

173400427201 



1 569 = 1 1 5376000 . 847* 193 — l 5214 
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• ♦ ♦ • 



175764019201 

t 571 = i '• 7728 • 83 • 257 • 541 — '• 523 + - — : •*-.♦. 



178363337377 



^577 — i^ XI520 . 169 . 289 • *97+ 



m 



443366876162 



44* 



1 587 = 1 1. 21120 ♦ 203 . 136 , 173 — l 547 + 



So — 
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20619629 1841 



♦ ♦ ♦ 



593 = i 1 475*00 . 481 . 54* + —r - — + • ♦ • 

7 4 494628076802^ 



599 = ^1. 31200.39z .61 . 173 + 



m 

♦ ♦ • 



5I4952630402 



601 = i /. 9912 . 187 • 199 • 293 — *• 547 + — 7 + ♦ ♦ . 

216149180017 



# 607 = 1 1 13320 . 107 . 281 . 317 — I. 587 + 



613 = i 1 66360 , 97 . 137 . 157 - l 607+ 



m 

• ♦ ♦ ♦ 



25391220696Z 



m 



27690342561 



♦ ♦ ♦ 



m 



6i7 = n932So.i9.i99.353 — '-587+-T Z mm T m T+'^ 

262347256081 



619 = i l 3384 . 17 • i°3 • 103 . 239 — 1 617+ 



m 

♦ ♦ ♦ 



291730355857 



.631=1'. 14520. 139. 269 «281— 1 619 + —-— —T^ + -* 

305119533S4Z 



64z = J l 20880 . 83 • 257 • 33« — 1 599 + 



m 

• ♦ ♦ ♦ 



294849 2736Z 



m 



6 43 = i ?. 6240 . 179 . 367 . 379 - «. 6i3 + 31072263456I + ' * * 



m 

'• • ♦ ♦ 



.647 = lUs 12 o.i99.*03. 9 4 ? -i.593+- 44o6S7248i 
6 53 = i/. tS43o.59. 2 8i.347- ^57 + ^^^ 

m 

659 = i l Z8480 . Z7 . 47 . 53 • 241 -i — + ♦ ♦ ♦ 

u>y * 0*0 -r/ ^754399947842 



m 

• 4 ♦ ♦ 



. 66z = 1 1 5088 • 301 .239 • 509 - *• 653 + 



m 

1 • ♦ ♦ 



372614093377 



m 



L 673 = |Z. 6840. 181. 257.607— Z. 6534-— — + 

386-66003921 



♦ ♦ ♦ 



£.677 = 31.7224.49.29.139.213—1641 + 



m 

• ♦ ♦ ♦ 



376637355697 

l 683 = i '• 588000 • 37 . 41 . 223 — f. 653 + 



m 

• ♦ ♦ ♦ 



397S302l6:>OI 
Z. 69I = i l 696 . 19 . I79 . 211 . 433 — l 671 + 



m 

• t ♦ ♦ 



432529983697 

/. 701 = | Z. 982800 . 17 . 97 . 149 4. 



m 

♦ ♦ ♦ 



965899771202 



Z. 709 = \ l 579600 . 13 . 103 . 283 — 1 661 + 



m 



439263770401 



m 



♦ ♦ ♦ 



7. 719 = iZ. 355a. 221.503,593 — 1. 673 + — + ♦♦♦ 

468293257537 



m 

■ ♦ ♦ ♦ 



Z 727 = 1Z. 7080. 559. 97. 631— Z.677 + . 

4844803 3 6081 

*• 733 ==i / - 17760. 343 .253 . 131 — l 613 + 



m 



403793 IOO48 I 



i- 739 = i l - 5*5* . 19 • 67 • 107 . 193 — l 503 + + « 

276347056177 



m 

'- • ♦ « 



Z. 743 = ^1 890400 . 31 . 61 . I8X 4 

1219Q32393602 

Z. 751 fc= i Z. 73080 • 37.. ;229 . 349 — 1 619 + 



m 



m 

— -♦♦♦ 



432206374321 

*M 

^,757 = ^1.75600.73.157.379 + — t , 

1313540625602 

Z..76I =il I593OO0. 629 .251— l 6594- 



m 

• ♦ ♦ ♦ 



503002494001 



L 769 = 4 L 15960 . 697, 151 « 173 — 1 701+ ■ m |- ♦ ♦♦ 

58U9077352I 



5* — 

m 



L773 = iI.9576-78i.K>3.4oi-1.7i9 + 

6*7798378737 

Z.787=iJ. 31440* 197» 24I.Ä5T+ , 

153447183264» 

L 797 = ^1. 25080 . 767 . «3 . 601 — U 647 + 



♦ ♦ 



m 

♦ ♦ ♦ 



- ♦ ♦ ♦ 



Fit 

♦ ♦ ♦ 



53I808408S6I 

1.809 = 41.65520. 799.33. 281 -J.7i9 + ^ ** 

676682 304481 

L 8 1 1 = i *• 1 72 8 o . 3 29 • 1 39 • 4<>9 — 1 70 1 + 



m 

♦ t ♦ 



m 

"" ♦ ♦ ♦ 



m 1. 



m 

♦ ♦ ♦ 



646409S I424I 

l 823 = H S04 • «89 • 137 • 137 • 167 - U« + 9I3095032977 
t8V = H 5040.37. 47- 97. *'-'-757+- 384965904I 
L 829 b= H 364800 . 23» • 3« - "19 + Ä78976oI 

1.839=^ isiao. 377. 103.709- l ?*+n5i555to 

TM 

♦ ♦ ♦ 



m 1. 

> ♦ ♦ ♦ 



♦ ♦ • 



l 8*7 = i 1 97Ä8oo . 1391 • 397+ — r? 

*.*}/ * 7/ -w "3157661334402 



m 

♦ ♦ ♦ 



U53=iM728o.a a i.337.43i+ aai87a " 4 534 ^ + ^ 
l. 877 = * '• 883* • 4*87 • i°3 . »49 — '• 859 + 



m 

■■»■I ■ ■ " -4- • • ♦ 



11 3505 «35 1297 



OJ 



/.8Si=|Z.2y20. 5251. 173. 223 — Z. 8iiH r + .♦• 

1020994778 161 



m 



i 883 — I *• 12390000 . 71 . 563 — L 797 + |- ♦ ♦ ♦ 

990530940001 



m 



l887 = ££ 38220000. 73. 19X — I 8^3+ +♦♦« 

1065802920001 

1.907=^.23040.371.581.89 — ^733 + ,., )W „„„ +'" 

884000517121 



MV 

l9il = |Z. 6720,1189.247.349 + 



1.9i9 = J/. 4320. 3737. 113. 391 + 



275507546496* 



m 



2853133130882 



♦ ♦ ♦ 



♦ ♦ ♦ 



l. 929 = i 1 187206 . 3053 • 893 — *• 769 + 



1020737577601 



m 



♦ ♦ ♦ 



1- 937 ^it 2679000. MS7-I73 — l 877 + r-r— • + ♦ ♦♦ 

1350542838001 



L 941 = i 1 75480 . 41 . 337 . 6$9 — I. 881 + 



1374551636881 



♦ ♦ t 



* 947 = 11.22686 ,323. 283 ^93 -'-823 + -^-— — + ♦♦• 

1214869486321 



L953 = |L 11880. 703.181. 359 — 1 771 + 



m 



IO8536243II2I 
I 967 = 4140560,31 .673.823 — l 863 + 



m 

♦ ♦ ♦ 



I39285059888X 

1 971 =i Z. 42120 . 217 . 181 . 373 — 1 809 ^ + ♦ ♦ . 

1234143041041 

1. 983 = lU 205800 . 667 . 59 . 107 — 1 947 + — — -— + . ♦ * 

1733153343601 

£ 
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l. 991 = i L 5904 . iyoi . 149 . 653 - 1 937+ 

1724473346977 



m 

~ ■ ♦ ♦ ♦ 



m 



l-997 = i L 4*840.5y9-«3'a89— '.887 + + ♦♦. 

1564110933841 

L ioo9=lt 69960, 67^8i . 521 — 1 821 H - + „ f 

1372456670641 



Bemerkungen über vorstehende Formeln. 

1. Für die Richtigkeit dieser Formeln habe ich alle mögliche Sor- 
ge getragen. Will man sie indessen prüfen ; so ist hiebey blofs fol- 
gendes zu bemerken : Ist darin der Logarithmus einer Zahl zu sub- 
trahiren; so ist diese der gefundene Multiplicator x für die gegebene 
Primzahl r §.8- V, also mufs hier das Product der Factoren hinter 
±lz=zr*x* — 1, und der Divisor des ersten Gliedes der Reihe 
s=s 2 r 2 x* — 1 seyn, z. B. in der Formel für L 23 ist /. 17 zu subtrahi- 
ren, also 240 . 49 . 13 = 25* . 17* — 1 = 152380, und 305761 
ss 2. 152881— • *• 

Ist hingegen kein Logarithmus zu subtrahiren; so ist der gefun- 
dene Multiplicator für die gegebene Primzahl r die Zahl r selbst , al- 
so mufs hier das Product der Factoren hinter £ l = r* — 1 , und der 
Divisor des ersten Gliedes der Reihe =2.(2 r4 — 1) seyn (§. g. VI), 
z. B. in der Formel für /. 41 ist 3360. 29.29= 414 — . 1 = 2825760, 
und 11303042 = 2(2.2325761 — 1). 

2. Um die Leichtigkeit zu erkennen, mit welcher sich die Lo- 
garithmen durch diese Formeln berechnen lassen, darf man zuerst nur 
folgenden Vortheil bemerken : Will man die Logarithmen aut 7 bis 
12 Decimal ziffern; so erhält man die Logarithmen der Primzahlen auf 
eben die Art , wie man gewöhnlich die Logarithmen der zusammen- 
gesetzten Zahlen sucht, nämlich durch blofse Addition und Subtraction 
schon gefundener Logarithmen. Höchstens darf man zu diesem 
Zwecke bey den ersten kleinern Primzahlen nur noch einige wenige 



o5 



in 



o2Ö 



au 
bis 



Ziffern vom ersten Quotienten der Reihe zu Hülfe nehmen. So er- 
hält man selbst l. 3 schon durch den ersten kleinen Quotienten - 

3 
auf 7 , und l. 7 durch den ersten Quotienten schon auf 1 2 Decimal- 

ziffern richtig. Ohne aber einen einzigen Quotienten zu gebrauchen, 
erhält man durch die blofse Addition undSubtraction die Logarithmen 
für ii, 19, 231 schon auf4, für 13,123, 29,37 ,4.1 auf 5, für 43 bis 107 
uf G bis 7, für 109 bis 179 auf 8, von 189 bis 283 auf 9, von 293 
„is 521 auf 10 bis n, V011523 bis 359 auf 11 bis 12, von 863 bis 
1009 auf 12 bis 13 Decimalziffern richtig. Hätte man also derglei- 
chen Formeln für die Primzahlen bis 10000; so würde man die Loga- 
rithmen derselben durch die blofse Addition weniger bereits bekann- 
ter Logarithmen, und eine einzige Subtraction schon bis 15, 20 und 
mehrere Decimalziffern erhalten , und die Anfertigung logarithmischer 
Tafeln auf 15 und mehrere Decimalziffern würde ein blofses Spielwerk 
seyn. Nun ist zwar diese Unternehmung heut zu Tage überflüssig. 
Allein desto vorth eilhafter sind dergleichen Formeln, wenn man die 
Richtigkeit der bereits vorhandenen logarithmischen Tafeln, oder 
auch einzelner in wichtigen Rechnungen gebrauchten Logarithmen 
prüfen will. Denn da diese nach ganz andern Formeln berechnet wor* 
den ; so kann man sich von ihrer Richtigkeit oder Unrichtigkeit aufs 
bequemste und schnellste überzeugen , und findet man sie in der That 
richtig ; so ist dieses zugleich ein Beweis, dafs auch alle in ihrer Be- 
rechnung gebrauchten Logarithmen gleichfalls richtig sind, mithin 
wird selbst hiedurch die vollständige Revision vorhandener logarith- 
mischer Tafeln aufserordentlich abgekürzt. 

3. Will man aber die Quotienten der Reihe mit in die Berech- 
nung bringen ; so'giebt schon der erste und um so mehr der z wey te Quo- 
tient den gesuchten Logarithmum auf eine sehr grofse Menge von De- 
cimalziffern. So erhält man l. 263 durch den blofsen Gebrauch des 
ersten Quotienten schon auf 29 oder 30, und wenn man den z wey teil 
zu Hülfe nimmt, schon auf 49 oder 50 Decimalziffern. Wollte man 
2. 1009; so würde diesen Logarithmum der erste Quotient schon auf 
36, und der zwey te auf 6 1 oder 62 Decimalziffern geben , und man 
dürfte bey jeder dieser beiden Divisionen nur 05 Ziffern des Quotien- 
ten nehmen. Hätte man also dergleichen Formeln für die Primzah- 

£ * 
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len bis ioooo; so würde schon der erste Quotient die Logarithmen 
der Primzahlen bis einige 40 und vielleicht 50 Decimalziffern geben. 
Hier ist also die Bequemlichkeit dieser Formeln auffallend. Wolframm 
hat eine Tafel der natürlichen Logarithmen bis auf 48 Decimalziffern 
geliefert* Schwerlich werden auch geübte Rechner sich dem, mühsa- 
men Geschäfte unterziehen, nach den bisher bekannten Methoden die 
Richtigkeit dieser Tafeln zu prüfen. Gleichwohl ist, wofern diese 
Tafeln brauchbar seyn sollen, dieses Geschäfte durchaus nothwendig. 
Durch die obigen Formeln aber würde diese Prüfung bis zur Prim- 
zahl 1009 nunmehr eben nicht ein sehr beschwerliches Geschäfte seyn, 
und wenn man dergleichen Formeln für die Primzahlen bis 10000 hätte, 
so würde die Prüfung der folgenden Logarithmen noch leichter wer- 
den. Eben so würde es keine zu grosse Mühe kosten, aus diesen 
Formeln die Briggischen Logarithmen eben so , wie die natürlichen , 
auf 48 Decimalziffern zu berechnen. 

4. Hieraug ist also zugleich klar , dafs diese Formeln die gewöhn- 
liche Verwandlung der natürlichen Logaiithmen in Briggische , und 
dieser in jene mittelst der höchst lästigen Multiplication oder Division 
derselben durch den Modul des Briggischen Systems ganz entbehrlich 
machen, indem es offenbar weit leichter ist, jeden verlangten Loga- 
rithmen aus diesen Formeln unmittelbar zu berechnen, als erst den 
einen durch den Briggischen Modul zu multipliciren , oder zu divi- 
diren, um so mehr, da es bey dieser widrigen Operation schwer zu 
untersuchen ist, ob sich nicht vielleicht ein Rechnungsfehler einge- 
schlichen habe. 

5. Uebrigens zeigt der Anblick der gegebenen Formeln unmittel- 
bar, dafs der gesuchte Multiplicator x nur sehr selten beträchtlich 
kleiner ist, als die gegebene Primzahl r. Dieses ist der Fall bey den 
Primzahlen 1 7 , 31, 53, 79, 107, 157» 163, 173, 179, 199, 241, 

«5i, 379» C53, 733, 739, 75*t 797, 3<>9» 6 ll > 829, 8f>9> 883, 
907, 929, 971, 977, 1009, also unter 167 Primzahlen nur bey cß. 
Ueberdem aber kann ich nicht einmal Bürge seyn, ob es nicht für 
mehrere dieser Zahlen wirklich Multiplikatoren geben könne, die 
weit gröfser sind , als die von mir gefundenen. Denn bey der Eil- 
fertigkeit, mit welcher ich diese Multiplicator en aufsuchte, kannich 
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leicht durch Rechnungsfehler die großem übersehen haben, *) und 
bey den unlängst von Hrn. Vega vermehrt herausgegebenen Tafeln der 
Primzahlen würde es nicht schwer seyn , diese Sache auszumitteln. 
Hiezu kommt noch der Umstand, dafs, wenn es auch unter den Prim- 
zahlen keinen gröfsern Multiplicator gäbe, ein solcher vielleicht un- 
ter den zusamrnengesezten Zahlen befindlich seyn kann, indem bey 
der Zahl 11 und 15 diese Multiplicatoren wirklich die zusamrnenge- 
sezten Zahlen 9 und 27 sind. Denn wenn ich §. 8. Zus. 4. die Re- 
gel gebe, beym Aufsuchen des verlangten Multiplicators den Ver- 
such mit den kleinern Primzahlen zu machen ; so will ich hiedurch 
gar nicht sagen , dafs der Multiplicator durchaus eine Primzahl seyn 
miifse, und daher den Versuch mit den zusamrnengesezten Zahlen 
gänzlich ausschliefsen , sondern ich erwähnte hier blofs der Prim- 
zahlen, um bey den Versuchen einen regelmässigen Gang beyzu- 
behalten. Hiebey bleibt es aber unbenommen, in solchen Fällen, 
wo sich unter den nächsten Primzahlen der Multiplicator nicht vor- 
findet , auch den Versuch mit zusamrnengesezten Zahlen zu machen. 
Statt jeuer 03 Primzahlen aber, wo nur die Aufsuchung des Multi- 
plicators etwas mühsam wurde, sind 58 Primzahlen, wo sogleich 
der erste Versuch den Multiplicator gab , indem dieser hier die gege- 
bene Zahl selbst ist. Indessen gestehe ich, dafs das Aufsuchen des 
verlangten Multiplicators immer mühsamer wird, je gröfser die Prim- 
zahl r wird , für welche man ihn sucht , weil hier die Factorentaf ein 
Ton x bis 1 00000 nicht mehr hinreichen. Es ist daher nicht wenig 
au bedauern, dafs das Manuscript einer von Hm. Anton Felkel ange- 
fertigten völlig correcten Tafel der einfachen Factoren für die Zahlen 
von 1 bis auf nvey Millionen , welches **) im Archiv des K. K. Hof- 
kriegsraths zu Wien aufbewahrt worden , dem Gerüchte nach , zu Pa- 
tronen verbraucht f und also auf eine elende Art verlohren gegangen ist. 



*; P>W8 war mir bey l. gp wirklich begegnet, wo ich zuerst auf den Mul- 
tiplicator 71 kam, nachher aber fand, dafa schon 73 ein solcher ist. 

**) Vega't Vorlesungen über die Mathematik, erster Band, zweyte Auflage 3 
S t 505. 
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Hätte man eine solche Tafel; so würde das Aufsuchen des Mul- 
tiplicators für die Primzahlen über 1009 außerordentlich erleichtert 
werden. Von gedachtem Manuscripte , ist nach Herrn Vega's Bericht, 
die Tafel für die Zahlen von 1 bis 403000 in Wien bey Ghelen 1776 
in Folio wirklich abgedruckt worden, allein ich habe sie, ungeachtet 
aller angewandten Mühe bis jetzt noch nicht erhallen können« Auch 
diese würde schon nützliche Dienste leisten. Indessen läfst sich auch 
in dem Falle, wo die Tafel der Factoren nicht mehr hinreicht, das 
Aufsuchen derselben merklich erleichtern. Denn man darf liier das 
Dividiren nicht durch alle Primzahlen bis zur Quadratwurzel versu- 
chen, sondern mit den ersten Primzahlen nur bis zu derjenigen fort- 
gehen, die zunächst kleiner, als die Cuhikiuurzcl der Zahl ist, und 
dann erst wieder mit derjenigen Primzahl anfangen, die zunächst gröfser 
ist, als der Quotient, den man bekommt, wenn man die zu prüfende 
Zahl durch die Primzahl r, für welche der Multiplicator gesucht wird, 
dividirt, z. B. wenn man für die Primzahl 673 die Zahl 653 ab Multi- 
plicator annimmt; so kommt man auf die Zahl 109367» die schon die 
Lambertschen und Vega sehen Factorentafel übersteigt. Hier ist nun 
47 die Primzahl, die zunächst kleiner ist, als ihre Cubikwurzel, und 
167 die zunächst gröfser ist, als 163 = 109367 : 673. Nun läfst 
sich 109367 durch die Primzahlen von 3 bis 47 nicht dividiren, also 
darf man nur versuchen , ob sie sich durch 167 , oder eine der folgen- 
den Primzahlen dividiren lasse. Denn gesetzt auch , sie liefse sich 
wirklich durch eine von den Primzahlen zwischen 47 und 167 dividi- 
ren; so wäre der Quotient als der zweyte Theiler gröfser als 673, 
und zugleich eine Primzahl, weil er sonst s Theiler haben müfste, 
von denen jeder gröfser als 47 wäre, welches aber unmöglich ist, 
weil das Produot dieser drey Theiler schon gröfser als der Cubus von 
47 , also gröfser als 109867 wäre. Beym wirklichen Dividiren durch 
167 und die folgenden Primzahlen findet sich im gegenwärtigen Fall, 
dafs die Primzahl 181 ein Theiler-, und daher der andere €07 ist« 
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Sehr leichte und kurze 
allgemeine analytische Auflösung 

des 

polynomischen Problems. 



Aufgabe. 

V on der viellheiligen Zahl p=i + az + bz 2 + czl + dz4 + ezf + . . . . 
die ri e Potenz p n =s 1 + Az + Bz* + Cz* + £>z4 + Bz* + . . . zu 
finden. 

Auflosung 1) Um unmittelbar zu erkennen, der wievielste 
CoefTicient ein jeder sey, drücke man jeden gegebenen durch c, und 
jeden gesuchten durch x aus, und setze über diesen Buchstaben seine 

* * • * 

Ordnungszahl, so dafs a ssc, b =.c f esse, d ss c u« s. w. imglei- 

i * § 

chen Agzx, Bz=zx 9 C=xu, s. w. . und überhaupt der r" gegebene 

r r 

Coe/Hcient=:£, und der r* e gesuchte ss x ist* 



2) Man multiplicire 

X 9 

p n ss 1 + X Z + x z 3 + 
durch p=l+cz+ c z 3 «+• 



9 * 

x z* «+• x z4 



+ xz* + XZ 6 +... 



c *£ + c z4 + 



s 
£ Z* 



+ "<* +-. 



7*+I 



so ist p'* TI =i+ 




x z+ 



1+<J 



X 

X I 

+cx 

V ■ J 



s s + 



3 

X 

X 4 

+CX 

3 t 

+CX 

[+c , 



2 ? + 



r 



4 

X 

X. t 

+CX 

3 3 

+ CX 

f X 

+ CX 

4 

1+' J 



* 4 + 



*1 

X z*+ 



X * 

+ CX 

l+cx 



3 9 

+ CX 

4 * 

+ cx 
l+c j 



X 

* 5 

+ cx 

■ 4 
f 9 

+ CX 

4 X 

+ cx 

5 T 

+ cx 



z 6 +.. 



I 



3) Man setze für p n 

■ 

i * 

X : = tt C 
««lt.« — I v 

*=»« + «X 

I «2 

» • a n.n - i ■ n.n— i.n — « « 
a — n c + «X + iX 

1 • 2 1 . 2 . J 

* 4 n.n— i , n.n— i .n — 2 . n.n — i .n — i.n — - f t 

a =nc + — — . X + — — »X + <X 

1 • 2 1.2.3 1.2.1.4 

f fu.n — i t ri . n — i.n — a f n.n— i.n — a.n— | * 

*'=" c + *x + 'X + «x 

1.2 A I . 9 . s I.2.3.4 

n.n — i.n— a.n— J.rc— 4 r 

+ %x 

I .2. | . 4. 5 

* * n.n— 1 9 n.n — i.n — 2 » n . n ~ 1 . n — 2 . n — t § 

* =znc + . X + , X+ 1 4X 

» . 2 1.2.3 1.2.3.4 

n.n — i.n — a.n — 3.n— 4 9 n. n— i.n — *.n — j.n— -4.n— 5 t 

H f XH «X 

1.2.3.4-5 1.2.J.4.5.6 

U. S. W. 

wo die Zahlen, a, 3, 4 u. s. w. zur Linken von X anzeigen , zum 
wie vielsten Binomialcoefficienten die unbekannte Zahl X gehört, und 
die Zahlen 1 , 2 1 3 u. s. w. über X, die wievielste sie von jeder Art 

3 
ist, z. B. »X zeigt an, dafs diese Xdie s te von denjenigen Zahlen ist, 

die zum dritten Binomialcoefficienten gehören. 

4) Hieraus bestimme man die Werthe der No. ß für p* +I gefunde- 

****** i-i_ 

nen Coefncienten x + c 9 x + c x + c u. s. w. nämliche 



x+c =(n+i)c 

• • • n.n — 1 « 

_* + ' =(*+■)•-■+ «X 

1.2 " 
st t * 
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, « » 9 71 . 71 — - 1 

so sind die Zahlen *X f *X f *X, u. s.w., welche zum 



ICt 



» 

Coefiicienten haben f der Summe der Producte gleich , deren Coefii- 
cient n ist, eben so sind die Zahlen *X 9 *X 9 J JC u. s. w. , welche 



71 . 72 — 1 . 71 — 2 



1f* T 



zum Coefficienten haben, der Summe der Producte 



gleich, deren Coefiicient ■ ist, und eben so verhält es sich 



In 



mit allen folgenden , nämlich : 



z 


Z Z 


z 


z z 


z 


z z 


z 


z z 


Z 


z 1 


*^ = 


CC 


»X = c*X 


«X = 


: C*X 


*jr = 


: c*X *X = 


zc'X 


* • ( 

*A'= 


Z 21 


1- *. f 


Z 2' 


«A'= 


c'X\ 


2 

*A'= 


f ' *" 
e*A - 


u. s. 


w. 


* 


2 I 


# 


2 I 




a. '1 




2 I 






1 


+ CC 

4 


* 


+c*X\ 


( 


,+c'Aj 




l+f* X . 




3 


' 1.3 

2 2 


1 


r ' i 3' 

2 2 




cA' 

2 2 

+ c»A' 




U. S. TV. 






3 z 


« 


3 z 




» i 










k +cc 


i - 


[+c*X\ 




L+cUJ 








4 


r x ' 


n 4 p- « 4 


•» 


U. 5. *\ 


V* 






*A = 


et 

2 1 


1 j 2 3 


r 








« 




+ £< 


* 


+ c*X 


i 










1 


3 2 


L 


3 2 














j+C* 


* 


+ c *A 








. 






41 


I 


4 S 














[+C< 


ö» K.+ C Z * 


1 






• 






r x 


f l 11. S. "V 


V. 












2 i 

3 - 

4 ■ 

+ C( 
$ 


j 

r 

2 

c 

I 


• 


» 










b-c, 


t 


• » . 




< • 


• • 


» 


» 


u. s. 


. w. 




' 










• 



5) Man substituire also' diese Werthe in Nö. 3; so bekommt 

■ » 

x 2. 3 

man die gesuchten Coef ficien teh x, x, x u. s.w. nach der Reihe durch 

x 2 3 
die gegebenen c, c, c u. s. w. und durch die Binomialcoefficienten 



n 



71. n — 1 



1.2 



u. s. w. ausgedrückt, nämlich: 



X 

X 



x 
71 C 



* 2 n.n — 1 1 1 
x=znc + - cc 



1 .2 



3 . 3 n.n — i 

x=;nc + .. 

1. 2 



cc | n.n-1.1 



n.n-i.n-ö * * f 

3 



4 
x; 



5 

x 



4 72 . 72 — 1 

nc + — _ 

1. 2 



X 9 

2 2 

+ CC 

3 1 

+ e'c 



n.n- 1.?2-2 



i.a.3 



x x 21 
CC c 

12 1 

+ CCC 

2 X. I 

+ CCC 



n.n- 1.71-2. 72- 3 x * x * 

1 CCCC 

i.a.3-4 



* 72.72 
72C + 



1. 2 



I4 1 
CC| 

23| 



3 2 
+ CC 

4 1 

W-ccj 



n.n-i«n-2 



1 .2.3 



.> * 



• X x 31 

CCC 

X 2 2 

+ CCC 
x 3 x 

-f-CCC 
2 1 2, 

+ CCC 

2 2 X 

-f-CCC 

3-i x 

b +^^c 

rf»' > ■ . -fr- ccccf 
1.2.3,4.5 , 



72.72-1.72-2.72 3 

1.2.3.4 



■» X X X 21 

CCCC 
x x 2 x 

+ CCCC 

X 2 X X 

+ CCCC 

2 X X X 

-f-CCCC, 
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•6 * 6 

X = 7iC + 



n.n 



1.2 



cc 

2 4 

CC 

3 3 

er 

4 2 
CC 

5 x 

-(- cc 



+ 

+ 
+ 



n.n-i.n-2 



1.2 



n* • • n 



1.2.3-4-5 



*■ X X X X 2 % 

ccccc 

x x x £ x 

i i a i » 

x x x x x 

X x x x x 
+ CCCCC 



x x 4^ 
CCC 

+fcc 

13 2 

+ CCC 

14 1 

2X3 

2 2 2 

+ CCC 

2 3 1 

+ CCC 

3X2 

+ CCC 

3 2 1 

+ CCC 

4 x x 

,+ CCC 



Tl • • fl «■*» 






1.2.3.4 



\ * * * «1 

CCCC 
x x "2 2 

+ CCCC 
x x 3 x 

+ CCCC 
x 2 x 2 

+ CCCC 
x 2 2 1 

+ CCCC 
x 3 x x 

+ CCCC 
2 x x 1 

+ CCCC 

2X21 

C 



i + cccc 

j 2 2 x x 

u 



xxx 



n.n- i.n-t.n- 3« n»4- n * 5 1 1 1 x * x 

m , — m ~ cccc cc 

1,2. 3*4*5 *o 



n.n-i n*n-i.n-t 



mithin ist f wenn man dieBinomialcoefficienten n, 

l.a 1.2.3 

u. s. w. nach der Reihe durch l %, *9, *$ u. 8, w. ausdruckt, 



X 

X! 

2 

x: 

• 3 

'*: 

4 
x 



5 

X 



'2 XX 

3 X 2 XXX 



4 f « 31 

L+ "j 



XX» X X X X 

I . ' r 



rcl+J&r 



» * n 






fixt 



I I I I I 



+4J&.4C* cc+^S5 ccccc 
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ff 
X 



f $c+ 2 $ 



«cc +*$ 

2 4 

+ 2CC 

3 3 

,+ cc 



»Ml 

3c cc 

x 2. 3 

+ 6ccc 

2 2 2 

+ ccc 



+*& 



r i * * n 

4c ccc 

1X22 

h +6cccc 



: + *$.5* 



I X I I 2 

C CCC 



x x x x x x 

+ 6 i&CCCC CC u. s. w* 



Beweis. Es ist nichts weiter zu beweisen , als dafs die No. 4 
angegebene Werlhe von * J, * J, a Jf u. s. W. ungleichen von 

12 3 * v 

*JT, *X, *J(u. s. w. , und so von allen folgenden *X 9 4 A u. s. w. 
richtig sind, und dieses läfst sich auf folgende Art strenge darthun. 
Denn danach No. 2 p" + I ausp* blofs dadurch entsteht, dafs man, 

statt der Coefficienten x, x, x u. s. w. der n' w Potenz, dieCoeffi- 



X I 2 I I » 1ta . 

cienten x+c, x + c x+c u. s. w. ;setzt; } fco erhalt man aus 
der Annahme No. 3. die Coefficienten für p n + l aus den Coefficienten 
für p H auf eine zwiefache Art , nämlich einmal, indem man (No. 2.) 



12 xx 



IX 12X122 , , , 

x+c statt x, x+c x+cstattx u. s.w. setzt, wie No. 4 gesehenen 
ist, und das anderemal , indem man blofs n + 1 statt n setzt. Da 
nun im letztern Fall 



X 

X 



2 

x: 



3 

x: 



4 
x 



(n+i)c 

* n+i .71 * 

(n+i)c + *A r 

1.3 

3 n+i. n 2 n + i.n.n-i * 
:(n+i)c+ — - *X+ *X 



'•x 



12 



12.3 



4 n+1.72. 3 n+i.TZ.71-1 * n+ l.n.n- in-fl 1 
(h+i)*+ — **+ -_ 3*+ — *X 



1.2 



i. 2.3 



1.2.3.4. 



s 

X! 



* 71+1. n 4 n + i.n.n-i 3 n+i. 11.71- 1.72*2 a 

T ** + --- 3jf +— L 4^ 

2 1.2.3 1.2*3-4, 

n + 1.1t... 11*3 1 

+ : *X 



(n+i)cH 

x 1. 



1.A.J5« 4. 5 
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6 « n+i.n s n+i 72.72-1 4 72 + i .n.n- 1 .72-2 * 
x = (7i+i)c+ *X+ — 'A'+ — *A" 



1 .2 



1o ^J 



1.2.5.4. 



n+i •n....n-3 2 n+i .72.72- l .72- c. 72-5 .72-4 * 
+ -— — 'X+ : — -- «A' 



i . 0.5,4.5 



1 . 2 . 3 . 4« 5 -6 

u. s. w. ; 



soist (No. 4.) 

z ] 

cc = 



„ .... 1 XI n-Ui.n 1Tn.n-1.n-s * n.n- 1 * * uJ_r.u.n-i 1 

"•" ' 2Y + n. cc=_L — *x *X + C2jf =.Z 1X 

* ' * - 1 . s . $ i.s 1 .s . 3 



1.2 
i.s 



I . s 
in n+i.n * 

^««— — *x 



r » *n Rj.1.1 

] 21 i.a 






1.2 



■ A + n 



n.n -1./1-2 a n.n-iP x *" 

1.2 ! x x 



1.2.$ 



1 2 ^ n-t-i.n.n-i 2 

= *x 



1.2.$ 



L+c 2 Aj u . s. w. 



er = — — *a 

2 2 I i-9 

3 x 

u. s. w. 



7i.7i-i.7z-3.n-3 i 72.72-1.72-2 
■ *AT + - 



1.2.3.4 



1.3.3 



72.72-1. 72-2. 72-3 * 72.72-1.72-2 

— ; 4 A + 



1.2. 3.4 



i.fi.3 



I t 
c*X 

C 1 2"^ 

2 X 



71 + 1 . 72 . Tl - 1 . 72 - 2 l 

1 *X 

1.2.3.4 

n+ 1 .72. n- 1 .72-2 2 

4* 

1.0.3. 4 
u. s. w. 



Nun ist *X+n. *A== *X 



1 .2 



1. 2 



72-72 — 1 * * n+i.n » 

*AT+ 72 . *X — ** 



In 



1 .2 



U. S. AT. 



Also ist »i'sscc,»J 






2 



i % X 



r * 3\ 

2 2 

+ CC 



u. s. w. 
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?2. n- 1 .n-s j n.n - i * 
Eben so ist *X + 3 X 



1.2.3 

72 . n - 1 . 71 - 2 

i.s.3 



a£ + 



I .2 

n . 7i - 1 

1 .2 



72 + 1 . 72 . 71 - I 1 

1.2.3 



2, 72+1 .72 . 72- l a 

3X=— *X 

1.2.3 



u. s. w. 



AlSO ist 3X=C*X, *X 



X 2<> 

2 x 



» *# 



t r 



x 51 
C*X 

2 2 

3 x 

±c*X 



u. s. w. 



Auf gleiche Art erhellt, dafs auch *X=:c*X 9 *J: 



X •' 

c'X 
+c>X 



u. s. w. ist. 



Also ist die Richtigkeit der Auflösung streng erwiesen. 

Zusatz 1. Bey dieser Auflösung ist zuerst nicht nöthig, dafs 
man, umNo. 2. für p H + t alle Coefficienten nacheinander zu finden, 
erst p H durch p wirklich multiplicire, sondern der allgemeine r^Coef- 

r ir-i a r • a 3 r " 3 r-ii r 

iicient für p n + I ist = x+c x +c x +c x + ....+ c x + c. 
Denn es ist von selbst klar , dafs um den Coefficienten von z r zu er- 

12 r 

halten , No. 2. blofs die untern Glieder 1 , c z, c z 2 . . . bis c z r 



r-x 



r-2 



durch die correspondirenden obern xz r f xz 7 " 1 , x z r '*... bis 1 

X r 

zu multiplicireri sind , mithin die gegebenen Coefficienten von c bis c 

r 1 , 

wachsen, und die gesuchten von x bis x abnehmen müssen. 

« 
* ' * 

Zusatz 2. Eben so wenig ist es nöthig, No. 4. die Werthe für 

X 2 X 2 .12 

*Jf, a Jfetc, 'X, *X etc., *X, «Jf etc. u. s. w. erst aus No. 3. nach 

der Reihe mühsam zu entwickeln, sondern für das zweyte Glied des 
i*** Coefficienten für p n ist allgemein 

r-i 1 r-x a r-a 3 r-j r-i x 

2 J[ K C C + (? f + C C + + C C 
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und für jedes ro 1 * Glied , wo m > 2 f ist 

r-(m.i) ^ r.(m.O ^ ,..„» r-(m+i) 

m -X = c m ' l X a e »*iX 1 c w»-iJt" 



r-^m-ri 



t • • • 



m-i 



X 



Denn nach der Annahme für p* (No. 3.) ist 

= 'a^-HS'X +*9mx +435 43! +....+ -« 'X 

= »»c + s sB'X +J$JX } +435 4X + ....+ "■«$ r-.X 
= '35 c + 3 $>X + 3$jX +495 *$ +..,. + r -»33 «-X 



r 

X 

r-i 

X 
r-a 

X 



r r 
X + C 

1 r-i 

+ rx 

2 r-a 
+ CX 

+ CX 



u. s, w. folglich 



< I 35+i)c+ 9 iB »X + m iX +4554^ +.... + nfcri: 



+ 1 » 



+ C X 

r-a a 

+ C X 

r-i 1 

+ C X 



2 r-a 

+ c c 

3 r *3 
+ C C 



r-3 3 

+ .^ c 
r-a 2 

+ C C 
r-i 1 



+ 2 95 



1 r-a*\ 

C*X 

+ c«X 

3 r* 
+ C«X 



+ c 

r-a 



8' 



I 



+3$ 



f " v* 1 
C3A 

a r-4 

+ C3X 

3 '■'f 
+ C3X 



+...+ rml 2bcr-iX 



+ C 



»i 



1+ * ' X J 



mithin ist, vermöge. des obigen Beweises, 

r-t 1 r-i r-3 1 r-a r-l 



•X 



IM 

= c c , 

2 r-2 
ar-| 



r-2 
BX 



1 r-a 

= ex 

3 r-3 

+ c'X 

3 r-4 

+ C*X 



r*3 
*X 



1 r-j 

z ciX 

2 r-4 

3 r-f 
+ C3X 



• ■ • ♦ 



1 

»•X; 



t » 






r-3 3 
+ C £ 

r-a a 

+ c c 

r-i 1 
+ C € 



r-3 2 
+ C «X 
r-2 I 

+ C 'X 



r-3 1 
+ * ?X 
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Also ist allgemein 

r-(m-i) r-(m-t) r-m 

»X -b 1™X + 1™X 



+ ' 



"X 



• • • • 



r*^-*x 



Zusatz 3. Also ist 



r r p I r-i' 

I ft r-2 
+ C C 



3 r-3 



t 



r-3 3 
+ C C 

r-2 fl 

+ c c 

r-i I 
+ C C 



c *X 

ft r-j 

+ c »AT 



+ C «* 

r-J I 

l+e 'X 

v 



+ 4SB 



c IX 

2 r-4 
+ C BAT 

3 r-y 



1 I 

+ . . . ♦ r 3b C r+X 



r-3 1 

\jrc IXJ 



r 

Da sich nun hier für x aus dem s tan Gliede das dritte, aus dem 
dritten das 4 te u. s. w. nach Zus. c. bequem finden läfst, so läfst sich 
durch diesen Satz jeder r" Coefficient, unabhängig von den vorherge* 
henden , mithin auch aufser der Reihe finden. 

Zusatz 4. Allein man kann für p H nicht nur jeden r**" Coeffr- 

r 

deuten x , sondern auch allgemein jedes m" Glied desselben unab- 
hängig von allen vorhergehenden, also aufser der Reihe finden, näm- 

r 
lieh: aufser dem ersten Gliede f 35 c ist jedes andere m te Glied ein Pro- 
ducta dtssen erster Factor m 35, und der zweyte die Summe so vieler 
verschiedenen Froducte von m gegebenen Coefficienten ist, als sich 
aus ihnen dergestalt zusammensetzen lassen , dafs die Summe ihrer 
Ordnungszahlen jedesmal ss r wird, und von denen jedes so viel mal 
genommen werden mufs, als seine Factoren sich verwechseln lassen. 
Von den (No. 5.) sechs ersten gefundeneu Coefficienten lehrt dieses 
der Augenschein. Dafs dieser Satz aber allgemein von jedem gesuch- 
ten Coefficienten, und von jedem Gliede desselben gilt, läfst sich auf 



r-i 



folgende Art beweisen. Vom zweyten Gliede *35 X ist dieses be* 

G a 
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reite (Zus. 5.) allgemein dargethan worden, und eben so erhellt ea 
auch vom dritten ?$ *X , indem (Zus. 2.) 



r-2 I r-2 II r-* Ur-J 13 r-4 irp 1 r-2 1 

5jf SS c «X = ccc +cc C +CC c + ♦.."+ cc c + c c c 

2 r-3 21 rj 2 3 r-4 23 r-j 2 r-4 2 2 r.3 1 
+ C *X t=Z + CC C +CC C+CC C + ... +C C C+C C C 

3 r-4 31 r-4 3 3 r-f 33 r-6 3 r- j 2 3 r-4 1 



r-3 2 r-3 1 2 r-3 2 2 

+ C *Xs=zt-ccc+c CC 

r-a 1 »"»J 11 

+ C *X=>t> C CC 

Da nun das vierte Glied aus dem dritten, das fünfte aus dem 
vierten, und überhaupt das m" aus dem (m— i ten ) ganz auf dieselbe 
Art erzeugt wird , als das dritte aus dem zweyten (Z. 2.3.)* so * st 
von selbst klar, dafs der Satz für jedes Glied allgemein wahr seynmufs. 

r 

Will man also jedes m ie Glied des r" n gesuchten Coefficienten x, un- 
abhängig von allen vorhergehenden Gliedern , mithin auch aufser der 
Reihe , finden ; so verfahre man also : 

1) Man setze aus m gegebenen Coefficienten als Factoren so viele 
verschiedene Producte, als es angeht, dergestalt zusammen , dafs die 
Summe ihrer Ordnungszahlen beständig := r bleibt, oder, welches 
einerley ist , man zerfalle die Zalü r so vielmal , als es angeht , in m 
Theile, so dafs keine Zerfallung mit den übrigen ganz einerley Theile 
hat, und setze die Zahlen einer jeden über c; so hat man alle verschie- 
dene Producte, . 

s) Ein jedes dieser Producte multiplicire man durch die Zahl, 
Welche anzeigt, wie vielmal sich seihe Factoren verwechseln lassen. 

« 

3) Die Summe aller dieser Producte multiplicire man durch den 

. ; . x ^ r 

m ten Binomialcoefficdenten ; so hat man das m" Glied für x. 
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Hiebey ist zu merken , dafs man No. i. jedes verschiedene ein- 
zelne Product wirklich darstellen mufs. Die No. 2. verlangte Permu- 
tationszahl seiner Factoren aber findet man aus dem bekannten Per- 
mutationssatze : 

Bey u verschiedenen Dingen ist die Zahl aller möglichen Ver- 
setzungen =s 1 .2 .3.4.5 u. kommt aber unter u Dingen eines 

imal, ein anderes v mal, ein drittes w mal u. s. w. vor; so ist die 
Zahl aller möglichen Versetzungen =1.2.3.4,5.6 u 

i.fi.3.. # ^Xi-2.3—^Xi-ö.3«-^ 
z.B. Gesetzt, man verlangt das vierte Glied des zehnten Coefficien- 
ten, so ist r=io, m == 4, folglich die verschiedenen Zerfallungen 
der Zahl 10 in 4 Theile folgende acht: 

1.1.1.7, und in der ersten und 7 ten Zerfällung ist die 

. 6 „ , , , 1.2.3.4 

- ^ * Zahl der Versetzungen ss ■ =2 4 f 

1.2.3 

4 ♦ 4 . , *. * , 1.2.3.4 

Z— mder2 tcn f 3 ten und5 ten = 
Ä.2.5 

3.4 

in der 4 tcn und 8 teu s= 

2.2.2.4 

3.2.3.3 und in der 6 ten = 

Also ist das 4 te Glied des io ten Coefficienten ss 

(XII7 H/25 3JX 1144 122; 1234 2224 2231X 

4 cccc +1 2 cc \cc+ ccj+ 6 cccc+i 2 cccc+t£± cccc +4 cccc+6 cccc) 

7i.n-i.it-2.7i- 3 r 1 

= . — 4« 7 £+* so \bf^e^a 2 d^i2ab 3 e+2^abcd^b^d{Sb 9 c i \. 

1.2.3.4 ^ J 

Zusatz 5« Wennp=az+6z 2 + cz?+dz4+....j so ist 

/• & c d \ 

p=:azf i+-z + -z ? +-z?+ < ., J, mithin 

V a a a J 

(b c d X" 

i+-*+-z*+-z*+... ) . Also darf man hier nur 
a a a J 

* 6* c 3 d 

* — -t ^ss-,c5=- u. s. w. setzen. 

« a 



1 .2 


= 12, 


1.2.3.4 


= 6, 


1.2.1.2 


I.2.3.4S 


5 24. 
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Zusatz 6. Wenn daher p=za+&+c+d+e+.., # } sowirdz — i, 

s b c d e X* 

alsop"=a n ( i + -+-+-+- +## . ) 

\ a a a a y 

Zusatz 7. Wenn ganz allgemein 

p=au e +bu( e + w )+cu(* + * w ) + du«+i w > + ...; so ist 

p = au e ( i+- M w +f w 2w +-u3"' + ... > \, mithin 
V a a a y 

(b c d V 

a a a y 

Also darf man nur u to s=z setzen; so ist 

(b c d m \ n 

i+-z+-z* + -z* + . . . } . 
a a a y 

Zusatz 8* Wenn p^zaz + b z* ist; so ist 

p"=o n z n C 1 + - z J (Z. 5.) , folglich ist hier 

* 

css-, C3=o,c=:o u. s. w.; mithin ist 
a 

i 

f ZA ZZ3 11X4 IIXZ #• • 

x= x 35c, x= a SBcc, xssrJfcccc, x=a4jBccccu.s.w.(Z fc s.4^),folglich 

6 V* 6 n.n-ifc* „ n.n-i.n-2&* 
i+-z ) =si+n-z+ z*H -z* + ...., also 



( 1+ r)" ! 



a 1.2 a 



1.3.3 £& 



tun-l _ Ä , Ä ..^ _ n,n-i.n-« 



(pz+bz*y=a»z»+na»*bz»+* + ^a»-*b*z™+ l__^W«f««+... 



Zusatz 9. Setzt man also zsr 1 ; so ist 

n.n — 1 , n.n-i,n-2 



(a+fc)"=a"+w.a ,lx &H a re2 6 3 + 



a"* W + 



1.2 1.2.3 



Also läfst sich der binomische Lehrsatz aus der von ihm unab- 
hängigen Auflösung der polynomischen Aufgabe unmittelbar als ein 
Cor ollarium herleiten. 
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Zusatz io. Man setze die Zahl der Theile, aus welchen p be- 
steht = tt; so ist die Zahl der gegebenen Coefficienten , mithin auch 
die Ordnungszahl des letzten , als die gröfseste= ir — i. Nun ist von 

r t 

x das erste Glied = ^ c , und in jedem andern u ten Gliede hat jedes 
der Producte, deren Summe als Factor zu "55 gehört, von den gege- 
benen Coefficienten u f solche Factoren, dafs die Summe ihrer Ord- 

r 

nungszahlen beständig = r ist (Z. 4.). Also wird von xdas erste Glied 
s= o, sobald r >7g — 1 ; das zweyte, sobaldr >2 (tc — i),dasdritte, 
sobald r > 3 (ir — 1) u. s. w., mithin überhaupt das u te f sobald 
r > u(ts — 1) wird. Z. B. Gesetzt ich will für die n te Potenz der 

3theiligen Zahl 1 + a% + bz 3 den zehnten Coefficienten x; so ist liier 
*r=3, folglich TT — 1 = 2, undr=io. Da nunio>4X s» aber 

nicht mehr 1 o > 5 X 2 > so werden nur die vier ersten Glieder von 

10 

x = o , und es ist daher 

IO 32322 112221 1111231 I1IH123 IXIIIIII2 f^** 

x= 5 i&ccccc -|- 6 2& 1 Scccccc -f. 7 ® \ tccccccc ^- 8 35 * %cccccccc ^^ccccccccc 4. * °35 W 
= *£ * T +*95 15« 2 J 4 + 7 g535a 4 i 3 + 8 35a3fl 6 ^4. 5 g59a 8 ^+ xo JBa , ° 

Zusatz 11. Da sowohl die Form der Auflösung, als ihres Be- 
weises ganz dieselbe bleibt , was für eine Zahl man auch unter dem 
Exponenten n verstehen mag, eine ganze, oder gebrochene, eine po- 
sitive, oder negative, eine rationale , oder irrationale , eine mögliche, 
oder imaginaire; so ist die Auflösung des polynomischen Problems 
allgemein richtig, was für eine Zahl auch der Exponent nseyn mag. 

Zusatz is. Also ißt hiedurch zugleich erwiesen, dafs auch der 
binomische Lehrsatz allgemein richtig ist, was für eine Zahl auch der 
Exponent n seyn mag. (Z. 9.) 

Anmerkung i. 

Bey dieser Auflosung des so schwierigen und verwickelten poly- 
nomischen Problems, welches Herr Prof. Hindenburg*) mit Recht 

*) Der polynomische Lehrsatz da« wichtigste Theorem der ganzen Analy- 
sis etc. von Carl Friedrich Hindenburg. Leipzig bey Gerhard Fleischer 
dem Jüngern. 170Ö. 304. S. in gr. q. 
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für den wichtigsten Satz der gnnzen Analysis, und Herr Prof. Khl- 
gel *) .gleichsam für einen hohen Standort erklärt , von welchem man 
die Gefilde der Analysis übersehen kann , ist zuerst die Leichtigkeit 
l" sie gefunden werden, auffallend. Die ge- 
i desselben von Moivre, Bernoulli, Colson, 
rn bekanntlich selbst von Anfangern, die in 
n Analysis schon ziemlich geübt sind, sogrofse 
n fast der Müth vergeht, sich durch alle die 
ickelten Substitutionen hindurch zu arbeiten, 
der Auflösung einzusehen. Dieses eben Ver- 
losung zu suchen, die sich kürzer und fafsli- 
clier vortragen, liefse , weil dieses in Rücksicht des binomischen Lehr- 
satzes nach seiner völligen Allgemeinheit schon vor mehrern Jahren 
mir wirklich gelungen war. Dafs ich aber nieinen Zweck auf einem 
so aufserordentlich leichten Wege erreichen würde, konnte mir nie 
einfallen. Diese Leichtigkeit und Kürze entsprang indessen natürlich 
aus dem Geist der gewählten Methode, nämlich aus der glücklichen 

Idee, Nö. 3. die für p* gesuchten CoefHcdentenx, x, x etc. durch 
eine Summe von Prodncten aus andern .unbekannten Zahlen *X,*X, *X 
etc. in die figurirten Zalilen , oder sogenannten Binomialcoefficienten 

'„ _J , — " ■■■ — etc. auszudrücken, die man nach der 

1.8 1.3.3 

Ordnung der letztern folgen läfst. Denn hiedurch entsteht für p" + x 
eine doppelte Gleichung, die eine, indem man nach No. 4. diese für 
p" willknhrlich angenommenen Werthe in der No. a. für p" + ' ge- 
fundenen Gleichung substitutrt, die andere aber, indem man in eben 
diesen Werthen für p" überall blofs n + 1 statt n setzt , und durch 
diese doppelte Gleichung wird alles angenommene Unbekannte durch 
die für p gegebenen Coefficienten unmittelbar gegeben. So bald ich 
daher auf diese Idee kam , lag die ganze Auflösung vor meinem Ge- 
müthe klar da. 



*) Ebendaselbrt S. 5 
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Anmerkung *'. 

Ein anderer wichtiger Vorzug dieser Auflösung ist der, dafs sie 
unmittelbar fax jede Potenz allgemein gültig ist, der Exponent dersel- 
ben sey eine ganze , oder gebrochene, eine positive, oder negative, 
eine rationale , oder irrationale , eine mögliche, oder blofs imaginäre 
Zahl(Z. 11.). Denn bey der Multiplikation von p n durch p No. a. 
kommt die Qualität des Exponenten n so wenig in Betrachtung, dafj 
derselbe im Product p H + l gar nicht einmal befindlich ist, und in den' 
figurir ten Zahlen No. 3. kann die Zahl n ebenfalls bedeuten , was man 
will, indem sie hier gar nicht als figurirte Zahlen oder Binomialcoeffi- 
den ten betrachtet , sondern als. wiUkührliche Factoren angenommen 
worden , wo die Form der Multiplication immer dieselbe bleibt , was 
auch n bedeuten mag, übrigens aber beruht gar nichts weiter auf 
Multiplication , sondern blofs auf Substitutionen , und die im Bewe ife 
gebrauchten Sätze sind gleichfalls allgemein gültig, was für eine Zahl 
auch n seyn mag. 

Diesen Vorzug der unmittelbaren Allgemeinheit hat, meines 
Wissens, keine andere Auflösung des polynomischen Problems , als 
die Kästnerische , die aber auf Differentialrechnung beruht, und daher 
nicht für blofse Anfänger gehört. Alle übrigen Methoden, die n L * 
Potenz einer vieltheiligen Zahl p zu finden , welche aus wiederholter 
Multiplication von p durch sich selbst hergeleitet werden, sind un- 
mittelbar blofs für die Fälle gültig , wo der Exponent n eine positive 
ganze Zahl ist, und setzen daher, wenn ihre Allgemeinheit für alle 
Exponenten einleuchtend seyn soll, entweder schon die Allgemein- 
heit des binomischen Lehrsatzes, deren Beweis seihst nicht wenig 
schwierig ist, voraus , oder müssen erst hinterher durch andere Kunst« 
griffe allgemein gemacht werden. Dagegen hat unsere vom binomi- 
schen Lehrsatze ganz unabhängige Auflösung des polynomischen Pro* 
blems zugleich den eigentümlichen Vorzug, dafs sie selbst dem An- 
fanger , der vom binomischen Lehrsatze noch gar nichts weifs , fafs- 
Uch ist, und ihm diesen in seiner gröfsesten Allgemeinheit als ein un- 
mittelbares Corollarium zugleich mit darstellt (Z. 9. 12.)* 



. * 



H 
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Anm erkung $. 

So kurz unsere Auflösung des polynomische» Problems ist; so 
hat sie gleichwohl auch das besondere, dafs sie vier verschiedene Me- 
thoden , ein jedes Polynomium oder Infinitomium allgemein zu jeder 
beliebigen Potenz zu erheben, in sich enthält f und zwar zwey Sub- 
stitutionsmethoden , und zwey combina torische. Die erste von die* 
sen 4 Methoden , welche die Aullösung unmittelbar angiebt , erfor- 
dert 

a) Dafs man No. a. die Multiplication von p n durch p bis zu dem 
verlangten Coefficienten fortsetze. 

b) Dafs dieses No. 3. mit dem für jeden gesuchten Coefficienten an- 
zunehmenden Werthe ebenfalls geschehe. 

c) Dafs No. 4.. die Substitution dieser Werthe in den Coefficienten 
No« 2. gleichfalls bis zum verlangten Coefficienten fortgeführt 

werde, um hindurch die Werthe der unbekannten Zahlen *X t *-¥ 
etc., so weit als nöthig ist , auszumitteln. 

d) Dafs man No. 5. letztere inNo. 3. substituire, um die gesuch- 
ten Coefficienten zu erhalten. 

Nun machen die beyden ersten Forderungen a t b gar keine Mühe, 
indem hier die Folge so offenbar ist, dafc die verlangten Werthe sich 
für jeden Coefficienten auch aufser der Reihe unmittelbar hinschreibe» 
lassen. Z. B. 

inNo. 2. ist der io te Coefficient 

IO 19 28 37 4« St *4 7 3 83 91 IO 

KX+ CX+CX+CX+CX + CX + CX+CX+CX + CX + C 

und in No. 3. ist der xo to Coefficient 



Also sind bey dieser ersten Methode blofs die in c f d geforderten 
Substitutionen nöthig, um die gesuchten Coefficienten nach der Reihe 
zu finden , und dafs diese Substitutionen nicht eben grofse Mühe ms« 
chen , zeigt schon die leichte Berechnung der 6 ersten Coefficienten* 
die ich blofs der Kürze wegen nicht für mehrere fortgesetzt habe» 
Ich würde daher schon mit dieser auf einem so leichten und kurzen 
Wege gefundenen allgemeinen Methode schon völlig zufrieden gewt- 



* 

seuseyn, da mein eigentlicher Zvreck eine solche Ajuflösung dieses 
verwickelten Problems zu finden, die aruch dem Anfänger ftfs] ich 
wäre, durch dieselbe schoq erreicht ty*r. Allein ich sähe bald mit 
Vergnügen , dafs diese unmittelbar zu einer z wey ten noch vollkomme- 
nem Metliode führte. 

Diese zioeyte Metliode macht zuerst auch die Fortsetzung der 
No. 4. erforder liehen Substitutionen entbehrlich, indem sich nach Zus. 3, 
die Wer the der No. 3. angenommenen unbekannten Zahlen unmittel- 
bar durch folgende allgemeine Formeln bestimmen lassen: 

u tu 2 Mi 3 M-a 4 u-j »1 

*Xz=zc c+c c +c c +c C + ... +C € 

u 1 u 2 u-t 3 w-* 4 "*3 Ml 

Ifc -l » 2 M-J • % M-2 • 4 M-3 U X 

u im 2 u-t 3 u-2 4 w-? u * 

1XZ=ZC*X+C4X +C4JC +C*Jf + .,.+C*Jf 

u. s. w. , also überhaupt 

« f - « 2 K-I J * K-2 4 U-J II t 

M M U 

Da sich also die unbekannten Zahlen *Jf, «2, fl efcc. alle auf 

MI ... 

* JE und »Jf reduciren , und hiedurch durch lauter gegebene Coefficienteü 

bestimmen lassen f so ipfc, MMadie gesuchten Coefficienten x, x, xetc. 
zu finden , bey dieser Methode nichts weiter nöthig , als dafs matt 

ihre Werthein den No. 3. für x, x, x etc. angenommenen Formeln 
substituirt. Aufserdem aber hat sie zugleich das Tortheilhafte, dafs 
man nach derselben die gesuchten Coefficienten nicht nur nach def 
Reihe, sondern jeden r*** Coefficienten unabhängig von den vorher- 
gehenden , ja selbst, welches oben Zus. 3. nicht einmal erwähnt wor- 
den, jedes Glied desselben unabhängig von den vorhergehenden ^ mit- 
hin aufser der Reihe nach Z. 3. finden kann; ein Vorzug, den, 
aufser der pombinatorischen Methode, keine von allen bis dahin be- 
jca»et*n Auflösung*» besitzt. - 

Ha 



^ t . - .- . . . - . ' " 



$0 



Um sowohl das Verfahren selbst, als auch die Leichtigkeit des- 
selben durch ein Beispiel. anschaulich pf, machen , setze man , es wer- 
de für die n te Poten^ des Polynomii p der 7 t0 Coefficient verlangt; so 
ist hier nach Zus. 3f. 



X 6 



t 



^^^fbc^Zce^fdb^X+^c^x+s^l^x+^l^X+i^lßX 



2 S 

cc 

3 4 
CC 

4 3 
CC 

5 2, 

CC 
« x 

CC 



* 4 

f*X 

I 3 

c*X 

4 2 

c*X 

5 x 

c*X 



2 3 

3 2 

4 X 



* » 

3 X 



2 X 



wo überall vor den Producten , deren Summe durch den Binomial- 
coefficienten zu multiplioiren ist, der Kürze wegen, sowohl das Zei- 
chen + als die Parenthese weggelassen worden« 

Hier sind Jiun die beyden ersten gesuchten . Coefiicienten schon 
durch lauter gegebene ausgedruckt. Setzt man also im dritten Gliede 

u 

die Werthe der 5 unbekannten Zahlen aus der Formel für * JK unmittel* 
bar hin; so ist das dritte Glied 4 



*3> 



n 1 * 



L 



2 14 



3X3 



4 12 



CCC\+ C CC + CCC + CCCs + c 

2 4| 23 22. a&r 

CC \CC CC 

3 2 3 x 

cc cc K 
41 

cc 



cc|p 



cd 

3 3! 

cd 



4 2 
cc 

S x 



1 



■^ cc\ 

I 

I 



1 

i 



Nun istferner dps vierte Glied nach der Formel 3j£ 



61 



Also ist wieder nach * X das vierte Glied 



• 



495 



ri 114 

cccc 
cc 

At 

cc 

C*6 

2 2 

cc 

3 I 

cc 
3X2 

cc 
4 I X 

ccc 



2x13 3111 41111 

+ CCCC + CCCC + CCCC 

2 X X 

ccc 



Ä2M 

cc 

3 x 

cc 

2 X 2i 

ccc 

2 * 

cc 

f X I 

4-CG 



•>i- 



1 # 



1 



t 1 



Ferner ist das fünfte Glied nach der Formel 4 Jf 

[X ,X 3 2 2 1 K 2 ,X 2 2 X. 3 X t-| 

c(c>X+c*X+b'X) + c(<>'X+c*X)+cc*X} 



X 3 x 



2 X I 



22 X 



rxxx 3 X2X 2 «9* * * * * <• - - • • * 

ccc *.X +*<> **-*■+* £ff a Jf + CCC*JC + C***-X+ C 

2 2 , X X - - 

c*X c*X 



X 

C 



t n 

c*X 



2 x 

c*X 



' - 




I I I 3 Hilf 3 1X1 
CCCC +CCCCC +CÖCC 

v cc 

xti 
ÜCC 

2 I f I 

cccc 



x^ 

c 






2 2 

3 f 

c^ 

2X2 

CCC 

MI 

cc 

3xi 

CCC 
2 1X2 

CCCC 

: 2 -1 * 

CC 
2x1 

CCC 
* x * t 

CCCC 






-r e* 



VI 

Ferner ist das sechste Glied nach 'X 

rt x a * » tx f-i 

» 6 $>lc(c*X+c*X) + cc*X] 



6 $ 



XIX 



• f X 



ccc'X + ccc*X 

■ X 

c*X 

cc*X 



X t X t 



' nun 

*fb cccccc 

fl x 

<T c 
* x x 

«XXX 

CCCCC 
• s x x x s 

cccccc 



6 j&cccc 9 X 

• X 
• X x 

■ x x v 

ccc'X 



Endlich ist das siebente Glied 



miifi 
ccccccc 



Bey dieser Berechnung des siebenten Coefficienten habe ich das 
Verfahren mit Fleifs ganz umständlich ohne die geringste Abkürzung 
dargestellt , um es anschaulich zu zeigen, wie sehr diese Methode 
alle bekannte Substitutionsmethoden auch an Leichtigkeit undSimpli- 
citat der Rechnung übertrifft. Allein auch dieses Verfahren läfst sich 
noch aufserordentÜch erleichtern , indem man ahne viele Mühe die 



n 



unbekannten Zahlen *X 9 *JC, *Xetc so weit man will, ein für alle- 

u 

mal auf. a X, und zwar auf eine Menge Glieder neduciren kann, wo 
man nachher für jeden verlangten Coefficienten, ja für jedes Glied 
desselben auch aufser der Reihe zu den gefundenen Zahlen nur die 



Url 



Werthe von *X 9 *X $tc. unmittelbar hinzusetzen darf. Wie bequem 
sich diese Reductioncpi ein für allemal anstellen lassen, wird die Ope- 
ration selbst am besten zeigen. Es ist nämlich; . 

lX=c*X+<c *X+c *X+c*X + c*X + c*X + c*X + ... 

u I u 2 u-i 3 m-2 4 «*-J S m-4 * i u-f 7 K-6 



• • • 



^ 



also 

* I x «* I 2 M-I t 3 H-3 I 4 "-3 1 f M*4 I « WJ . 1 7 W-< 

4A r = C C *-X + C C *X + CC *X+C C *X + C C *X + C C *X + C C *X + . • . 

21 22 23 24 21 26 

C C Ctf C C C C C C C C 

3X 32 3« 34 35 

CC* CC c c c c c c 

4 1 42 43 44 

, € € C C C C C € 

5 I 5» 5 1 

C C C C C C 

6 I 6 2 

c c c c 

1 1 

C C - 

x f M I 2 M "* t 3 Wl 14 «1 1 5 M-4 1 6 w-f 17 M-6 

SSc c 2 A r + scc *AT+ *cc*X + 2cc*X + *cc*X + *c c*A + ic c »A'-K . • 

22 23 24 25 2-0 

c c 2 c c scc a c c sec 

9 3 3 4 3 5 

c c * c c ac c 

44 
CC 

m T u a u-t « u-2 4 w-3 , M *4 * «-* 7 «*-6 

*A==c*jr+c*y+c*A+c«A +c 4 * +c+jc+c ♦* + ... 

Ilf ■* 122 **? 113 "I 1 114 £* H5 M ^ 116 £* izr «* 

33 CCC *A+2CCC*-A + 2CCC Z X +2CCC Z X + 2 cec a A+ 2ccc % X + «CCC *A+« • • 
21X Z22 Z23 Z24 125 126 

cec cec 9ccc &ccc accc accc 

13* 134 % 135 




213 

8 CCC 
222 214 



cec üccc 2 cec 

-277 I4 * 

CCC 2 CCC 4 CCC CC€ 



912 223 

%CCC 3 CCC 

411 313 

**# accc 

322 

CCC 

412 
«CCC 

fll 

cec 



64, 
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Also hat man ganz leicht das sechste Glied des io t0 ° Coefficienten 

- fa* 1 ** 1 * 1111*4 imih man 11222a. 

S=: •Ä \6c ccccc + %0 cc cccc+ 15 cccccc+6occCccc + 15c cccccj 

Dieses Beispiel zeigt deutlich , wie man nach diesem Verfahren 
im Sunde ist , ohne zu grofse Muhe die Berechnung bis zum 15'*°, 
ao*" 1 und höhern Coefficienten anzustellen, obgleich sich von selbst 
versteht, dafs, nach dem viel umfassenden Inhalt des polynomischen 
Problems, auch bey dem all erl eich testen Verfahren die Berechnung 
der Coefficienten , ja dafs blofse Hinschreiben derselben natürlicher 
Weise Zeit und Muhe erfordert, und zwar desto mehr, aus je meh- 
rern Theilen das Polynomium besteht , und je gröfser die Ordnungs- 
zahl der Coefficienten wird. 

Anmerkung 4. 

Es ist von selbst klar, dafs die angezeigte zweyte Methode eben 
so wie die erste ganz auf dem gewöhnlichen Wege der Analysis bleibt, 
und die gesuchten Coefficienten durch blofse Substitutionen liefert, 
ohne auf die regelmäfsigen Combinationen der Factoren , die sich bey 
der Entwickelung der Partialproducte in ihrer Folgenreihe äufsern, 
die geringste Rücksicht zu nehmen. Allein diese liegen hier ganz 
völlig entwickelt so offenbar da, dafs, wenn man auch der Rücksicht 
auf dieselben mit Fleifs ausweichen wollte, sie sich dennoch gleich- 
sam mit Gewalt aufdringen , und eben hierin setze ich den grösesten 
Vorzug meiner allgemeinen Auflösung, daß, ob sie gleich den Zweck 
hatte, sich nicht von dem Wege der gewöhnlichen Analysis zu entfer- 
nen , sondern die Entwickelung der Coefficienten durch blofse Substi- 
tutionen zu bewirken, sie nicht nur das letzte auf eine unerwartet . 
leichte Art leistet, frondern zugleich sofort unmittelbar zeigt, dafs 
das polynomische Problem eigentlich ganz combinatorisch ist. Schon 
bey der Berechnung der sechs ersten Coefficienten nach der ersten Me* 
thode zeigte sich, da ich in der Entwickelung der Fartialproducte in 
Rücksicht der Factorenfolge mich strenge nach der Vorschrift richtete, 
dieses ganz auffallend , und bey der nach der zwey ten Methode um- 
ständlich dargestellten Entwickelung des siebenten Coefficienten zeigt 
der natürliche Gang der Substitutionen ganz evident, dafs alle diese 
Substitutionen sich selbst entbehrlich machen, und zur Entwickelang 



aller Partxal producta nichts weiter aöthigsey , als die Verbindung ihrer 
Factoren nach einer sich von selbst ergebenden leicht»! Regel naui ein- 
ander lünzusclireiben. Um diese Regel desto deutlicher und kürzer zu 
übersehen, wollen wir den Buchstaben cganz weglassen, und statt 

c, c 9 c etc. blofs die Ordnungszahlen 1,0,3 etc. gebrauchen, so 
dafs 1 den ersten gegebenen Coefficienten a 9 2 den zweyten b etc. «be- 
deute. Alsdenn ist 

s Ä?t*J5.>*H , ®.i. | -5t 4 iB.i.i.i.4t , 8.i.i.i.t.jt € S5.i.i.ui.i^t 7 !8. m.i.m.m, 
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$. 1.1.8 

8.1 
8.1.1 

Hier ist nun klar , dafs 

i. In jedem Gliede der Coefficienten jedes Partialproduct so viel 
Factoren enthält* als. die Ordnungszahl des Gliedes anzeigt, mit- 
hin &u jeder Combiqation auch eben so viel Zahlen gehören, näm» 
lieh im zweyten Qliedf 8!, im dritten 3 etc. 

a. Dafs in jsder Gombinauep die Summe aller Zahlen beständig d&j 

1 » 
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5. Dafs für lieft Coefficienten x in der ersten Combination eines V 

den m un Gliedes die gröfseste Zahl zur Rechten = r — (jn — i) f 

die übrigen zur Linken aber alle =: 1 sind , z. B. in der ersten 
1 7 

Combinatfbn des fünf ten Gliedes von x ist die gröfseste Zahl 

4. Dafs zur Darstellung aller fartialproducte für jedes m? e Glied des 
i**" Coeffidenten nichts weiter höthig ist, als die Zahl r in m 
Theile so viele male zu zerfallen, als es irgend angeht t so dafs 
diese Zerfältungen alle mögliche Covibinationen und Permutatio- 
nen der Theile zugleich enthalten. 
Dieses letzte Verfahren macht nun die dritte Methode unserer 

Auflösung aus , die unter den combinatorischen die erste ist , und die- 

7 
ses Verfahren ist schon aus dem Schema für x so unmittelbar einleuch- 
tend , daf§ jgde discursive Vorschrift dassel be nur verwirren würde. Die 
Leichtigkeit, durch welche sich diese Methode vor allen bekannten 
Substitutionsmethpden , und selbst vor der ersten meinigen auszeich« 
net, ist also sichtbar, indem man alle gesuchte Fartialproducte , fast 
oTme dabey zu denken , nur mechanisch, nach der Reihe hinschreiben 
darf. Indessen ist mit derselben von einer andern Seite doch eine dop- 
pelte nicht unbedeutende Beschwerde verknüpft. Denn da die ange- 
zeigte Art der Zerfallungen nicht nur die verschiedenen Combinatio- 
nen , sondern zugleich alle mögliche Permutationen der Theile in sich 
enthält , so wird erstlich bey den Coefficienten von einer beträchtlichen 
Ordnungszahl die Anzahl dieser hinzuschreibenden Fartialproducte 
sehr grofs , und da aus eben dem Grunde sehr viele Producte ganz ei- 
nerley Factoren enthalten, mithin einander gleich sind; so ist es 
zweytens noch nöthig, die gleichen Producte von jeder Art beson- 
ders aufzusuchen und genau zusammen zu zählen — eine Arbeit, die 
nicht nur mühsam und verdriefslich ist , sondern noch das unangeneh- 
me hat, dafs man bey aller angewandten5orgfalt doch in Furcht bleibt, 
sich etwa irgendwo versehen zu haben. Es scheint zwar , dafs man 
der letzten Beschwerde dadurch ausweichen könnte, wenn man unter 
allen gefundenen Partialproducten nur die jenigen aussonderte; die mit 
keinem andern ganz einerley Factoren haben, und nachher durch den 
oben angeführten permutationssatz ganp leicht berechnete , wie viel 
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n?an in jedem derselben sich seine Factoren verwechsele lassen. Allein 
hier würde man, wenn die Menge der Pardalproducte iehtt grofs 
wäre , doch immer besorgen müssen , auch bey dieser 1 Aussonderung 
sich etwa versehen zu haben. Wollte man aber diese Besorgnifs 
völlig vermeiden; so würde diese dritte Methode sich selber ganz ent- 
behrlich machen , indem sie eben bey dieser Reflexion unmittelbar $nt 
eine von ihr ganz verschiedene vierte Methode leitet , bey welcher 
eine weit kleinere Anzahl von Combinationen nöthig ist. 

Diese vierte Methode, das m te Glied des r*** Goefficienten zu fin- 
den, welche nnter den combinatorischen die zweyte ist, besteht dar- 
in, dafsman i) bey der Zerfallung der Zahl r in ?/i Theile von aalen 
Permutarionen gänzlich abstrahirt, und daher blofs diejenigen Zer* 
fällungen nach der Ordnung darstellt, welche mit keiner andern 
ganz einerley Theile enthalten , so dafs daher in jeder Zerfallung\ 
keine Zald zur Reeluen kleiner seyn mufs % als irgend eine von denen 
zur Linken, und dann s) nach dem oben angeführten Permutationssatz 
berechnet , wie vielmal sich in jeder Zerfallung als einem Partialpro- 
duct y die Theile als Factoren venvecJiseln lassen. Das Verfahren, 
welches diese besondere Art von Zerfallungen erfordert , ist ebenfalls 
ganz leicht, und schon an sich einleuchtend« Um aber vor aller Furcht, 
sich dabey zu versehen, Völlig sicher zu iseyn, darf man nur folgende 
leichte Regeln beobachten. Will man nämlich das m t9 Glied des r im 
Coefficienten , so setze man 

i) In der ersten Combination, mit welcher man anfangt, in die er- 
ste Stelle zur Rechten die Zahl r — (m — i), die wir u nennen 
wollen , und ihr zur Linken m — 1 Einheiten ; so ist die Summe 
der beyden ersten Ziffern zur Rechten ssu+i, 
d) Die Zahl u+i zerfalle man, so vielmal es angeht, in s Theile, 
nämlich : i . u 

&.u— i 

3.u— ß ü. s. w. 
bis .man auf solche zwey Theile kommt, die entweder gleich ',' 
sind , oder um 1 differiren ; so hat man alle verlangte Zerfallun- ' 
gen der Zahl (u+ 1) in zwey Theile. 
• 3. Alsdann setze man in der dritten Stelle statt 1 die Zahl 2 , in der ' 
zwey ten gleichfalls 2 , in der ersten u — s 9 und zerfalle die Zahl ; 
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u eben so, wie No< 2. mit der Zahl (u+ 1) geschähe, wieder, so 
vielmal es angeht, in zwey Theile. Hierauf setze inan statt der 
vorigen £ in der dritten Stelle die Zahl 3 9 in der zwey ten gleich- 
* falls 3, und in der ersten u — 4 , und zerfalle die Zahl (u — 1) 
wieder eben so in zwey Theile. Auf diese Art vergröf&ere ma* 
die Zalü in der dritten Stelle immer um 1 ; und verfahre eben sot 
jedoch nur so lange, als die Summe der drey ersten Zahlen noch 
kleiner als u -fr- 3 wird; so hat man alle Zerfallungen der Zahl 
(u+ fi) in drey Theile. 

4.. Hierauf gehe man zur vierten Stelle, setze in derselben statt % 
die Zahl & , in der dritten und zweyten gleichfalls 2 , und in der 
ersten u— 3, und zerfalle die Zahl (u+i) nach der Vorschrift 
No. 3., sovielmal es angeht, in drey Theile; so hat man alle 
Zerfall ungen der Zahl (u+ 1) in vier Theile, 

5. Geht man auf dieselbe Art bis zur?»"" Stelle fort; so hat man 
alle Zerfallungen der Zahl r in m Theile. 

Gesetzt z. B. man verlangt das sechste Glied des i5 t€D Coefficienten} 
so ist hier r=t5, m =6, folglich us io,, also sind liier die ver- 
langten ZerfäUungen folgende : 



1.1. 1.1.1.10 (u) 


i.i.s.a.9«7 (u— 3) 


»•9 


3-6 


3-8 


4-5 


4-7 


3-3-5 


5.6 


4.4 


. *.3.8 («— «) 


3-3-3-4 


3*7 
4.6 


i.2.2.0.j>,6 (u—^4) 


5>5 


3.5 


3-3-6 


4.4 


4-5 


*. 5-3-4 




* 1+ *r r+ 


4 -4-4 


O • O * O * i> 




a.a. «. 9. ». 5 {"— '.5) 


1 


3-4 



5.3.3 



Hier kommt nun in der ersten Combination die Zahl Eins 5 mal, 
in den vier folgenden 4 mal, in der sechsten die Eins 3 mal, und die 
Zwey 2 mal, in der siebenten blofs die Eins 3 mal vor, also finden, 
nach dem Permutationssatze, in der ersten 6, in den vier folgenden 
30, in der sechsten 60, und in der siebenten 120 Permutationen statt. 

Bestimmt man auf diese Art die Zahl der möglichen Peimutatiö- 
nen für alle übrigen Combinationen; so ist das gesuchte sechste Glied 
des i5 tcn Coefficienten 

ä 6 $ [6 ö* h + 30 a4 (bi + c h+dg+ef) + 60 a* b- h 
+ 120 tf b(c g+ df) + 6oa1(be 2 + c*J) + 120 tf c de 
+ 20 d* d* + 6o ar fc g+ iQoa 2 b(bcf+bde+c*e+cd 2 ) 
+60 a 2 tfd + 30 ab*f+i 20 a&ce+ßoafcd 3 
+ lQoab*c*d+3Qabc++6btc+3ob*cd+&obl€#]. 

Aus diesem Bey spiele ist einleuchtend, theils wie leicht die ver- 
langten Zerfällungen sind , theils wie wenige derselben erfordert wer* 
$en, indem hier nur 26 nöthigsind, in welchen die Berechnung der 
möglichen Permutationen fast keine Mühe macht , da man hingegen 
nach der dritten Methode 2009 Combinationen hinschreiben, und un- 
ter diesen nachher diejenigen , die ganz einerley Zahlen enthalten, 
weh mühsam aussondern und zusammenzählen müfste. Diese vierte 
Methode ist also unwidersprechlich die allerleichteste und vortrefiich- 
ste, die man nur wünschen kann. Zwar kommt derselben das zu- 
letzt angezeigte Verfahren der zwey ten Methode an Leichtigkeit aufser* 
ordentlich nahe. Allem wenn man die Partialproducte , die man durch 
die nach dieser vorgenommenen leichten Reductionen und Substitutiv 
neu erhält, mit der vierten Methode vergleicht ; so fällt es sogleich in 
die Augen , dafs es ganz dieselben sind, welche die vierte Methode 

u U 

darstellt, und dafs man also bey der Reduction von *»X auf *X keine 

M U 

Rücksicht auf die vorhergehenden wiJT, »-üfetc. zu nehmen braucht, 

n u ■ u 

sondern den Werth von m X unabhängig von ***X 9 ^^X etc. nach der 
vierten Methode unmittelbar linden kann , ja dafs daher alle jene Re- 



ductionen auf »AT und die qachherige Substitution des Wertiis von *X. 
gar nicht einmal nötliig sind, indem man nach der vierten Methode je- 
des Glied des Coefficienten , ohne weitere Vorbereitung unmittelbar 
qrhält, wie dieses die obige Berechnung des sechsten Gliedes im zehn- 
ten Coefficienten augenscheinlich zeigt. Es zeigt sich also hier das 
Auffallende, dafs selbst die vollkommenste Substitutionsmethode , für 
welche ich diezweyte ohne Bedenken halte, sich bey der wirklichen 
Berechnung der Coefficienten selbst für entbehrlich erklären, und der 
vierten Methode den Vorzug zugestehen iqufs. 

Diese vbrtrefliche combina torische Methode nebst der dritten 
erfand zuerst Herr Professor Hindenhurg , und zwar auf einem schon 
combinatorisch angelegten Wege. Blofs dieser letzte Umstand konnte 
also den Gedanken in mir übrig lassen , nach einer schon vorhandenen 
unübertrefFbaren Mediode noch eine neue Auflösung des polynomi- 
schen Problems zu versuchen. Denn mein Wunsch ging , wie schon 
gesagt, blofs dahin, ohne Differentialrechnung, mittelst welcher Col- 
son, Euler und Kästner dasselbe aufgelöset haben , blofs auf dem ge- 
wöhnlichen Wege der gemeinen Analysis , eine solche Auflösung zu 
finden, die auch Anfangern , welche mit der neuen Hindenburgschen 
Combinationslehre noch unbekannt sind, fafslich, und nicht so ver- 
wickelt wäre, als die Moivresche, gesetzt auch, dafs die Methode, 
die Coefficienten selbst zu entwickeln , der Hindenburgschen an Be- 
quemlichkeit nachstünde. Allein desto überraschender war mir das 
Vergnügen , auf einem so leichten und kurzen Wege für die gröfseste 
Allgemeinheit des Exponenten nicht nurzwey Substitutionsmethoden, 
von denen die zwey te der Hindenburgschen an Leichtigkeit schon so 
tfufserordentlich nahe kommt, zu finden, sondern zugleich sofort 
wahrzunehmen ', dafs diese die Hindenburgschen Combinationsmetho- 
den unmittelbar in sich enthalten , und dafs also meine Auflösung den 
Anfänger , ohne alle Vorkenntnisse der Combinationslehre , auf jene 
unmittelbar leitet , und ihm dadurch ihre Vollkommenheit desto ein- 
leuchtender darstellt, mithin ihn desto mehr aufmuntern mufs, sich 
mit der Hindenburgschen Combinationstheorie selbst bekannt zu ma- 
chen. Indessen ist die Erfindung dieser vortreflichen Methode noch 
immer nur Herrn Hindenburgs kleinstes Verdienst, dehn gesetzt auch, 



dafs sie ihm nicht geglückt wäre; so würde der ganze Nachtheil blofs 
der gewesen söyn , dafs sie wenige Jahre später erfundeil wäre. Sein 
unsterbliches Hauptverdienst ist vielmehr* der scharfsinnige *mid wich* 
tige Gebrauch, den er von dieser Erfindung zu machen 'geWufetV in«; 
dem sie ihn zur sinnreichen Erfindung der sogenannten Involutionen, 
und hiedurch nicht nur zu einer vollständigen neuen Combinaüons- 
theorie und eombinatorischen Charakteristik , sondern mittelst dieser. 
. zu einer ganz neuen Art von Anälysis, nämlich zur <xmibinatorischcn 
Analytik geleitet hat , deren grofse Nutzbarkeit in bequemer Aufiö^ 
sung der schwersten und ver wickelte ten Probleme , nicht nur von ihm 
lind mehrern seiner würdigen Schüler 9 sondern auch von andern be- 
rühmten Mathematikern durch die That selbst bereits vollkommen be- 
stätigt worden. 

Anmerkung />. 

Von einer vieltheiligen oder polynomischen Zahl p lassen sich 
überhaupt folgende allgemeine verschiedene Formen denken : 

1. ptssa+b+c+d+e+... 9 

Wo jedes Glied von den andern ganz unabhängig ist, und daher be- 
deuten kann , was man will. 

2. p=z.az+bz?+czi + dz*+ezl +.*... 

3. p=za+bz+cz*+dzl+ez* + ... 9 oder ganz allgemein 

4. p=au € + bu e + w +cu e + 2w +du +t w +... 9 

WO in den letzten drey Fällen die Zahlen a , b 9 c etc. nach gewissen 
Potenzen von z 9 oder u* geordnet, und durch diese zu multipliciren 
sind. 

Von allen diesen vier Arten der vieltheiligen Zahl p aber läfst 
sich, wie Zus. 5. 6. 7. gezeigt worden, die V Potenz unmittelbar 
aus der n ten Potenz yon p a 1 + az + bz 3 + cz*+dz4+... herleiten« 
Diese fünfte Form, deren sich bey Auflösung des polynomischen Pro- 
blems zuerst Kästner , und nachher auch Hr. Hindenburg mit so gro- 
fsem Vortheil bedient haben, ist daher die einfachste , und als das 

K 



Element aller übrigen anzusehen , und da sie die Auflösung 50 sehr 
simplificir t ; so habe ich dieselbe hier gleichfalls tum Grunde gelegt. 
Nachdem ich gegenwärtige Auflösung auf dem analytischen Wege ge- 
funden hatte , glückte es mir kurz darauf , auch den synthetischen 
oder elementarischen Beweis des polynomischen Lehrsatzes für die noch 
allgemeinere dritte Form p=za+bz+cz 2 +dzi+... auf eine aufser- 
ordetHlich leichte und kurze Art zu finden , und denselben mittelst 
der schon lange vorher eben so leicht von mir erwiesenen Allgemein* 
heit des binomischeu Lehrsatzes zur völligen Allgemeinheit für 
jeden Exponenten zu erheben, welchen ich daher um die Materie 
vollständig zu behandeln , iH der folgenden dritten Abhandlung hier 
beyfuge. 
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Erklärung. 

$. i» 

VV enn man die n" Potenz der zwey theiligen oder binomischen Zahl 
a+b 9 d. i. 



n 



n.n-i 



(a+b) n =za n 4 — a*+ i+ J — a** i*-J. 



it.npi.n-t 



a*-$ J* + 



it.n-i.n-s.n-f 



i«-4i* + 
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setzt; so heifst diese Formel der binomische Lehrsatz für (a+b) H t und 
die Coef ficienten der Potenzen von a , 6 heifsen die Binomialcoeffi^ 
cienten. 

Zusatz. Also ist im binomischen Lehrsatz das erste Glied , dessen 
Coefiicient i ist, =a n , jedes folgende m te Glied aber 
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Lehrsatz i. 

5. t. Wenn der Exponent n eine positive ganze Zähl ist; so ist 
der binomische Lehrsatz für (a+b) n richtig. 

Beweis. Denn (a + by+ l = (a + 6) r . (a + 6). Man setze also , der 
binomische Lehrsatz sey für (a+b) r wahr, und multiplicire 
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i.s. 3 • 4 
r.r-i.r^a 

+ 

i.s. 3 



a r -3&4+.. 
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. r.r-i r r-fi.r r.r-i.r-2 r.r-i r+i.r.r-i 

Nun ist + - = — — , + = — . 



5 1.2 i . a . j 

r.r- i .r-i.r- J r.r-i.r-2 r± i . r.r- i # r- s 

+ S=S — U. 9. W. 

1.2.3*4 12,3 i.a. J « 4 

Also ist 

^, r A- ' * r+i.r '. ._ ?*4-i. r.r-i _ r-Li.r.r-i.r-2 

(a+6) r+I =a r+I +-^-a r b+ ±-ar*b*+-± ~a r '*V+ ^ V*M+.. 

V 1 1 .2 I . 2.J 1.2.3,4 

Ist dalier der binomische Lehrsatz für (a + b) r wahr , so kt «ar 
auch für (a+&)T +I wahr ($. i.). Ntm aber ist «r für (a + b) x wahr, 
weil 

(a + &)'=:a 1 + -G t * , & + — a" fr» + '* °'"^ ' ^6? + <tt (§, l.) 

3c a +a°Z) Stta+ftist, folgtfdiht er auch für (<t+*) I+I d. L für (a+b)* 
Wahr, ttiithinatrcli fi5r (a-+&)S'(a+6)4 u. *. w. ; also i&beifea*pt för 
( a -j. jy* f die positive ganze Zahl n sey , welche man wolle. 

Zusatz. Wenn der Exponent n eine positive ganze Zahl ist; so 
wird, wenn m^zn + 2 ist, n — (in — s)=o, folglich wird hier das 
(7i+s) te Glied, midiin «uoh jedes folgende« o. 0. l. Z.). Also ent- 
hält in diesem Fall der binomisch« Lehrsatz für {« + b) n nur n + i 
Glieder. 

Lehrsatz ö. 

§. 3. Wenn der binomische behraats für (o +^" und fiir (o + ß) r 
allgemein rieh (ig 16t , die Exponenten x , r mögen positive oder nega- 
tive, ganae öder gebrochene, rationale oder irrationale, mö^lioUe 
oder imaginaire Zahlen seyn; so ist er auch eben so allgemein für 

( a + by«* richtig. 

Beioeis. Denn (a + Vf** = (a +b) n - (« + &) r - Ist daher 
>- ,y 1 ■ • 1 . > **•♦ 2 • 3 . / 

v/ I 1,2 1 .» • 3 
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so ist 



a" +r +f - 



r 
+ - 



a 



«*r-i 



b+ 



111)« 



1.3 

n. r 



i. r 

r. r-i 



I. 2 



«+r*I £* ^ 



n»7t-i.n-2 



1. 


2 • 


3 


n. 


IM 


,r 


1, 


.2 . 


i 


u. 


r.r 


■i 

r 


I 


1.2 




r.r-i. 


r-a 



a 



n+r- 



*&*+.. 



1.2.3 

Nun ist (nach $. 2) , wenn n, r positive ganze Zahlen sind , 

. , ( n + **)• ( M + r * 



(a+i)' 



+ Z±X «*"'&+ rTV ' rT, " v *»•*-• 6* 



1 1 , a 

1.2. $ 

Also sind, in diesem Falle in bey den Formeln nkht nur die bey* 
den ersten Coef ficienten i , einerley , sondern es ist auch der 



dritte Coefficient der ersten Formel 



n.n — 1 r.r 

. + nr + - 



dem 



i.a 



i.a 



dritten der zwey ten 



n+r./t+r— * 



, und eben so der vierte dem vier-* 



1 • * 

ten, der fünfte jdcm fünften tu s. w. gloch. Allein «ind die Coef fi- 
cienten der ersten Formel denen der zwey ten nach der Reihe gleich ,, 
wenn n , r positive ganze Zahlen sind ; so mufs diese Gleichheit allge- 
mein richtig seyn # was für Zahlen n> r irgend seyn mögen, indem 
aus der Natur der allgemeinen Bfultrpiicaiion vum selbst klar ist , dafs, 

wenn man die Zahlen , , u. s. w. nach und 

1 * 3 

nach durch einander multiplicirt, für die Produkte immer derselbe 
Ausdruck herauskommen müfs, die Zahlen n, r mögen bedeuten, 
was man wolle, Ist also 'der binomische Lehrsatz iür (fl+i)" und 
(a+b)' allgemein wahr; so ist er au<ch für (a+i) a+r üben *> allge- 
mein wahr« 



8o 




( 

man üxoüei 



r«^,- ■ mm ■ -— ■— ■ 

Denn dagMrty" ^==.Cö+&) w V (ö+&) 5r =?(ö+6) ar+, u. s.w.; so 
gilt in diesem Fall der Satz allgemein für (a+b) 2 r f folglich auch für 
(a+b)* r 9 (a+&) 4r u* s. w. (Lehrs. c.) also überhaupt rar (a + b) n r . 



i 

Denn man setze , er gelte «dlgemefaifür (a + by**, welche positive 
ganze Zahl auch m seyn mag; so gilt er auch eben so allgemein für 

(a+bf* m (Zl i\) d.i. Btiä+b)** 1 : G&t eir 'daher/ allgemein für 
(dH-tr/d, L ,fö* («+*) rl * »i'gfl» « Weh fjjr («+>)? > fol&Uch auch 
füu(a+6) r3 u. 6. w., also überhaupt für (a+ty?« 

Lehrsatz, jigr// .i-m -«ji '•< ■ 

, $. 4. Der binomische Lehrst isft fti^rohtig, wann der Ex- 
ponent eine negative, ganze Zahl es ~-n ist* 

B^ew. Denn(a+fc) <*+* =s(a+6)^; (*'+&)**. pt daher der 
Satz für (a + 6)- r und (a+b)' 1 wahr; so ist er es auch für (a +»)**•* 

(S. 3-> Nun ist er fÄr (Ä+ferwahr, weil " ' 

1 1 b &> ft 6* 
v a+fe ö <»* ö* <* 4 a> 

■ \ •• • % 

. * I ■' ■ * 

-l . -i.-fl ,i- • -i.-a.-3 ,,,, , " i < ,b »'3 , *4-_-wju . 

Ssa-t^. - a«'6+ *"** + --— tf*»W+ ■ , , a^M+... 

1 1 . a 1.2.3 l.fi.a-4: 



Mithin ist er auch fiir (a+ 6)r V folglich auch fiir (*»+&)', (a+b)* 
u. s. w. , al«o überhaupt für (a+fe) -», wefche £«»** ZaW «»ch n «eyu 
mag. 



\> ; • . •'.» 



^ ßi — 

1 ■ 

Zusatz \. Da nun (a + &)* sb - — — 

1 



1 1.2 i«fi<3 

wofern n eine ganze Zahl ist (§. i. a), und (a + b)' n in diesem Fall 
der wirkliche binomische Lehrsatz für den Exponenten — n ist 
(Lehrs. 3) ; so bekommt man , wenn man 1 durch 

n m ri.n— • 1 
a" + - a H '*b+ >a n - 2 b*+.... 

x 1.2 

dividirt , zum Quotienten den binomischen Lehrsatz für (<?+£)*". 
Nun aber ist aus der Natur der allgemeinen Division von selbst klar, 
dafs hier für den Quotienten immer dieselbe Formel heraus kommen 
mufs, n mag bedeuten, was man wolle. Also enthält erwähnter 
Quotient immer den binomischen Lehrsatz für (a+b)' H f n mag eine 
Zahl seyn f welche man wolle. 

Zusatz s. Wenn dfiher der binomische Lehrsatz allgemein fä* 
(a+i) n richtig ist; was für eine Zahl auch der positive Exponent n 
•eyn mag.; so ist er auch eben so allgemein für (a+b) n richtig. 

Denn da to+&)"s= ; ■ -j_ 1 .; so iat, wenn der binomische Lehr« 

(a+b) n 

satz für (a+b) n richtig ist, (a+b) 



n 



L 



: '(J. 1.) 

a * + _ a «i& + ar> b* + • ■ a H * b* + . . . 

x x.* h i.a.3 

t • • -; 

Nun aber ist dieser Quotient allemal der binomische Lehrsatz 
für (a+b) * f was für eine Zahl auch ri seynmag. Also gilt der bi? 
tfomische Lehrsatz in jedem Fall, Wo' er für {a+fy* richtig ist, auch 
(a+b) n . 

L 



8* 

.t I ! 



Zusatz 5. Ist daher 'der binomische Lehrsatz allgemein für die 
<fe&8l«i»(I&^#^ mich für 

SihJ^&yu wtfgiti *\soipt«**»ch £taia*by*W*^*- ^ richtig 



,0 ... t * r i ..-.> ; ;i : ■ J teilte a t fcf" "4l ! *^ : ' '."» ii ■ . 4 

$. 5, Der binomische Lehrsatz ist auch richtig > .wtnir der Expo- 
ttfBb eine ^ehrütfienc poaitire oder : negaü^e , £tfü T^pder — — ist. 

-si rr &&&, Dftui^a -i^ttsl^i 41! ji*^+^i— +.i,; so ist 

T«i$bfä Ä?i+ BV*' 17 ** ÄHRift *.ß/il» &t dater Äer 'binomisch© 
Jjöhr 



T " ' 



n 



«dnfefl4n-^=^- u , ^i i tf. s.^'^: fc/fcn* *)? 'tfölgtfdk! «och für 
* n a nJ n+ n* + • 

(a+ 5)^" •" ** •* •' A i. fwr (ft+6)"* 1 . Nun aber gut er 
¥6fV+ Ä)* *$ "tyi ^folgüth aucH rar (a + # , ' - 4 olgtiÄ well für 
'(48)Vt«^'»- fi «- w.,mxAii rüberhaupt r^*^ ***• '« ueh - :ts * 

MB MB 

(«+«tr» XJ- 3- *Z. I), di i fiir (a+*F» **** daher * uch ^ ( a + 6 )"» 

($. V'Z. 2.). s J 



»3 



J* 



i~t 






Erklärung *. 

$; 6. Etoeßtmiiney die mehr «kr ?m'^y /Zahle» rR^^i»m*»4f« 
hat, hßifst eine pölynotyklk* odedokUkeüige* JZ^:*JwgfckhfSi[i&5 
Polynomiian y und wenn sie unendlich viele Summanden hat, eine 
inßnitoinische Zahl, qjjer.eir* InfixtitjOitüufn* 






'IPV 



Zusptz. Die' polynomische edier irifida«hkcW l ÄAX p\äm 
überhaupt' von fcWe^# J ArtraöynV üaWili<&: ^ed»f Titeirför#rb«d 
kann von den übrigen ganz unabhängig seyn , tfnd daher bedeuten, 
was man will, z. B. p s=s rt+&+c+d+e+/+g+«-«» °der sie können 
an die Potenzen einer Zahlf als Fächeren pejer Coefficienten geknüpft, 
und nach diesen geordnet seyn , z. B. p 's a + bz + cz* + dz* +ez+ 

, ^ Diese Förmiges Polynomii ist viel allgemeiner, als die erstere, 
uii d "betrefft «ie^ JckÄif^idiV 1 «!^ datfi 

Wir wollen sie dalier den übrigen zum Grunde legen. Um aber nicht 
erst aus der Ordnung der Buchstaben nachzählen, oder aus einem in 
dieser Rüc^iclu^gef n ac h t e nl.lpd^jiachsuchen zu «Jwfen, dej wie- 
vielste von den gt*£ebfeAen Cbeffkienfen eiri jeder ist, sondern dieses 
unmittelbar zu erkennen, wollen wir jeden gegebenen Coefficienten 
durch ißijsckgckqft, f,urj4 durch die~Zal\l ühcr ihm anzeigen , der «wie- 



vielste er in der Ordnung ist, nämlich: czz=b t c 



niai^eigen, flertW 



c. c 



d, c 



cs==/etc 9 und überhaupt c s= dem rf" 1 Coefficienten von z r f und sb 
Terwtodelü #if*f <£as z^ey^^ol^rronijw in dieses : p,i=sd -ff^ ^ gxt 



-i 



Jf.- \ 



Dehrsatz 5, 
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— Aß «? 

dm A%t*io7 1n-»i.jH'J'juJ) y \\\ oui nr*0L i*h:»i ^ nov jivmi 4 *'!» 1 ! n :j^ r * 

Product aus z wey Factoren , von denen de^iu^.^iue Potenz von 
z ist , der andere aber eine Summe von Partialproducten ist , de« 
ren jedes drey verschiedene Eajftyrep.^p^iält. 



•T^ 




'' M^ etsierBihomiaicoe£ficient ,'ziurtt >er^Un Fattialprödjuct , der 

/iJ ^Ä^^üeuitirqiiawejrten, der dritte z-uto dritten. gehörfc,.. und der 

letzte ist allemal derjenige, welcher i wirti :.,...!.■■».• 

5. Der zweyte von diesen Factoren sind die Potenzen a"' 1 , a H * 9 

a n "> etc. nämlich zum ersten JJiopmiaiwefficiexiten gehört a nx 9 

„ r t $um zweyten a"* 2 u. s. w. 

4! Der dritte von diesen Factoren entJi&lt blöfs die im'Pölyhömio p 

'' 'gegebenen Coefficientenvenxty näirdicbcvc;,.^ * etc M und z war in 

' ] ' ; " j^detii Glied e der Formel nachf olgendevftegqkim Aman FflntiaJpro* 

* l u «tt&tefet derselbe einfaolv unA-dJ* Ordntahjgtefthl, dta$fiU>e»iftt dem 

Exponenten derjenigen Potenz vonz'gleifcfc, ;&A w^diemdiePar- 

tialproducte gehören, nämliqh im m + i ttu Gliede, wo der erste 

Hauptfactorz m ist, ist derselbe im ersten Partialproducte jeder« 

-I-M* fe^lt^; r tindlm zwaytfenv dritten; vierten^ fpnftäfletcä Ifrrtial- 
tort^icte etftbäit dieser dritte Factor « etibpn »üfelbst Pitedhitte, und 
3v^ s«0 vielö^alsman belcoinmt^ wem* Vnfcr* die Ordnungszahl 






äddk +ö\ dafß kdute von diesen Zerfallungen mit einer andern 
" * fcfms! eitiefley Theile hat, obgleich in jeder ~ 
" n ~ ^^aWfeöhrörÖmÄle vovkonim^ kaom.'I .1 



1 • 1 



&, Otf %dd&ffer $ die zu jeder dieser Zerfallungen oder Producte 
"** gehöret ^i^diöjeygö; 1 Welche anzcä£t r ,^iV «irfoiol ptelrdie Fht> 

üt r/rtoren«nefjjftdenPrpJ|icis verwechseln »fciptxh 
oi.;J)i i^jeÖW.GUede die SununjeaÜer Partialproducte der.raiirfite 

aa .1 nl^4eiti\^*kw ftÄmS^Ä fe ZU . fe» ^ ede «T 
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ersten Potenzen von p jeder gesuchte m J€ Coefficient von; #*. »U 
dkr llkike itageben. : " '' •■ ' ' ; " u '' * ' - "'* '- i,L ''"^«I 

Die Vorschrift, wie die No. 4. erforderliche Zerfällun^ gesche- 
hen, kann ,- f. und I der Pernn^atfews^^Äachwelichem d i eKtf, )> g efor- 
derte Zahl der möglichen Verwechselungen gefunden wird f » sind beyde 
bereit i«JÄerW>l*erg«henden Abhandlung (Anmerkt- ^ der »vier- 
ten Bfethodei* tmd-Zu*. 4. No- fr) angeführt worden, und dwfcn da- 
her hier nicht wiederiwMtzwrtNtai.' . *! . i-i ^ .1 

*. »io.tt)^ -i*>jii>i-. Anmerkung u. - • ;•* v 

Da die4i% siebenten Zusatz geg/ebene allgemeine Formel für p" 
in Ansehung der vier ersten Potenzen richtig ist; so entsteht aus ih- 
rer so unmittelbar klaren voükommensten Rxgelmässigkeit schon die 
stärkste JTfeisrtuthung, itolfcsi* fiir alle Potenzen von.p überhaupt rich- 
tig sey» werde, und jrfafs sie dieses in der That ist, lafst sich, wie 
bald gezeigt werden soll , strenge «weisen« > 



'.•".(• Erklärung 3. 



5; 8^ Die $j 7; Ztw. ! gegebene« Formel für die nt* Voten*, jfe? viel- 
theilige» <Zahl p i als für jeden Exponenten, gültig g<Sda$hiä ¥ ■ kml^t der 
potynomisclU oder >infijÜ6c*mscheu£*ht!satx> f *uäd . die- ffifc 4w.^ oten * 
zen von z gesuchten Cbeffidebteu l^iüen^ePolyyiWfnalcp^ci^TUen. 

Zusatz. Also enthält) jeder iPölynoiBM^ 
gehörigen Partialjk-odtöoten; dereh jed<^ aus drey verschieden^ Fao 
toren besteht, im ersten Factor ^hach der Reihe die Bin Wiiftlcp^cien- 

tcikn, ~! rr c^w.zipgfteft F^^.nafih d<jr.£etfie ^eP^teiteen 

der ersten Zahl q, riämlicto a* f a+'\ 'rf^etc. in eben de* Ordnung, 
als im binomischen Lehrsätze / iind tititerscheidet iiläi äähö* vtfn 2ie- 
jem bIo# dadurch; daß hü dritten Factor; statt deir l, ini^iii0ttlsch«tt 
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Lefcsftze steinende} Potenzen der z\*eyten Za]il 6, nämlich b\ b\ 1* 
etc.' dm. Oif4BU«fi«aiAl t/j^^ä *^^ /l JP^y nomialc»effiei^n ten nach und 
nacii in a, S f 4 fetc.lThejle zerfällt vf erden mufs, um die Producte 
xu Mflmj^" ^iVJdftr dritte* Factor 1 enthalt , und jedes dieser Pro- 
duc e so vieJnfai* geiomiien werden ibufs , so vielmal sich seine Fao- 
tor< n vew^W^^W«*«* 



r-t- 



■ 



1 *- 1 



l-:«.J 



I .1 



■ 1 



Lehrsatz 6. 



I $• gt ! Wenn^^er Exponent n der polynomischen Zahl eine posi^ 
tive/i ganze Zj\u ist; so ist der polynomische Lehrsatz allgemein richtig. 

; Beweis. M^» setze, er gelte für irgend eine n' # Potenz von p 9 
nnc^miiltiplicire p n durch p, wie folgte! 
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Ist daher der polynomische Lehrsatz in dem Falle, da n eine po- 
sitive ganze Zahl ist, für irgendeine Potenz p n wahr, so ist er es auch 
für die nächstfolgende. Nun aber ist er für die vier ersten Potenzen 
wahr (§. 7.), folglich auch für die fünfte, sechste etc. also überhaupt 
für jede Potenz von p. 
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Zusatz $. Wenn daher qz=zcz+cz 1 + cz!£'Czi-\~...;^so ist 



1 1 



fl a = c cz z '-fr. » -»^x -1 . 



M4X4J — aur.cL 4 .^L»jauc cJ**i 

r :. 1+ *"" 1 ; UMccJ 



V r 
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. - _" -1 4 [| iccrj ,. 

- - .. ^ . 

1 

I I * I UM p X.ZX3*) -• - r 

•* säe« <?.cx 4 + *c< c cz* 4-f» 4ccecit 6 4-.... U.*B. W« : 

'Zuspt^ 5. Wenn/öc»+a?+zH»*+* ir +-*»f so ist ^ -f 



Denn hier 6ind«üe gegebene)! Coefiudenten c f c, c, c etc. = 1 , "^ 
folglich alle Producte aus denselben ebenfalls, und es bleiben blofedio 
Zahlen der Verwechselungen stehen, welche summirt werden müss+n. 
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Lehrsatz 7. 

$. 10« Der polynomische Lehrsatz ist ganz allgemein richtig* 
Was für eine Zahl auch der Exponent n seyn mag. 4 

Beiveis. Denn wenn pz=za+cz+cz 2 +czi+cz* +...; so ist, wem* 

r . ■ ■ ■ ■ tl 4 

man ijrsfc-r z *f cz 3 + c z* + cz4+«. . setzt, p=za+q, folglich - 

p n ^=aV , +>»'a ,, " , 9+*g}a l •• , 9 5 +3$a*-3 93+ 495 a' 1 ' 4 9+ +.". . (§{; 1.) V "^' 
Setzt man also statt q, q* qi, q* etc. ihre Wertheaus §/*7. Z. 4-> 

, .'Uff * ' 1 9 i ' 7' , »• 

so ist 
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Also ist der polynomisch« Lehtsate für.}»* mit dem binomischen 
*** («+?)" g anz einerley. Da nun dieser für jeden Exponenten n rieh. 
thjißt ($.4. 6ji »o gut dieses auch Von jenem. ' • ■ 

., Zusatz *< Also sind auch die Zasätze a , 3 , 5 bu 5. o. für jeden 
Exponenten n richtig. 

Zusatz 2 . Wenn allgemein ps;au*-fc tt***" + c u* Mw + c u**»"' eto 
soistp = u' Qa+cu , "+cu JU '+tfaJ« 1 + CM 4«' + ...) mithin 

Setzt man alao u-ssxj so istp-ssu"« (a+e z+Zz*+2zt+. . .)". 
Zi«flf2 3. Ist »Derhanptps=*+5+c^ä+<r+/+*+...;sowird, 
Wenn man 6 : 
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c. d=zc, e=*eta und zrssi setzt, 
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Erklärung? j-jv *• • ♦ • ■ ,A 

$• 1 1 . Es bedeute — mC die Summe d«? einzelnen Pro4ucte,J w^U 

r 

che dadurch entgehen , dafs man dte Ordnungszahl r vonVy «fr viel- 
mal als es angeht, inmTheile, jedoch ohne alle "Verwechselung der 
Theile. zerfallt, und dann die TÜeilzahlen über, c setzt, qo dafs z. B. 
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Ferner bedeute v die mögliche Versetzungszahl der Fafctöreir i$ 
jedem dieser Producte , so dafs v fär jede Art von Producten eine be- 
sondere Zahl anzeigt, •--■■ 

t • t « , 

Zusatz 1. Wenn also p=sa+cz + cz* + <rz' + cz*+...| so ist 
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Zusatz fi. Also ist für p* der gesuchte r 1 * Coeffident von z 9 * 

r . . 

und das m" Glied des r"* Coefficienten es»SB a nm v ™C .. . 



. « 



Gesetzt z, B. inan verlangt das vierte Gied des zehnten Coeffici*n~ 
ten; so ist rssio, 7*1=5:4, folglich ist dasselbe 
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Zflfetefy Weim?s=:cz+Vi*+*z*+«s*+"«> «o ist, wenn 
a gesetzt wird , v ^ y 

1+ "35 «"•* » «CJ . + *& «"■' v «c 

.Kr« ixii.M-4 ...» *4x\^«n.,\,£ - 

• .••. « «* y^»* '4* tf +i>* « .:• ::■ . 

Zusatz \. Wenn also, qzszczfcz* +** + f e ♦ + . . . ; so ist für 
^ f aufser dem ers^ cöetti*e^a$*p%& SFr JÜtf* andere 
^•Vonz"*'" i)" ••!•' •••- -♦ V • 

««idas m" GÜ*d de* i*T Coeffiaenten von z"** = "*35 a"""" t> "»C. 
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? I -1. *** . 1,f 
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4- 1 c c c 

UM, litt * IUI UM Ulf 

, /ir * im nai sis« 

• ~tc 4»0*<*c •(. I s c c e « ^.itcccc 

,_ utif uns int! tri 14 ttiir 

5Ä=scc<cc 4-lccccc * 4* fccccc 4. fccccc 4. f* t^cf IM 

maa um mim 



4. 10 cccoc +toc cccc Xioeceee 

J - •; • .. ..... v . 'r- ■ ^ u*ft^ 

tu s* W. "' r/ ' Jxt:,.-v r»=^ 5 



so ist, wenn / p=a i +& + c + d + ^ +/+ £; etc. iÄ, vm&b±xc 9 e^mct 
cZsssc, c=c,/=5=c etc. gesetzt wird y 

also aufser dem ersten ÄUjdß./i'y jedes ***:= t^fca" ***» r, JT f und 



K "etc. etc/etc. "' " ' : ' ' "' J ' •'•"•'• , r 

% ... «..*» "»tt »tt !»tj ** ; .I.i'r* N 

und überhäuft *Xsü «*C + v »C + v m C+ v m C +... 

* * f • • • » * 

Anmerkung, 

Hieraus erhellt also, wie sich sowohl jeder Coefficient, als- auch 
jedes Glied desselben, difrfl) ^e ^^J^<^|^ w4^ Gle^ihung 

ausdrucken la£st. Die Bezeichnuqgsar t . deren ich nuÖT Kie'bey be- 
dient, habe ich blofs ^esftalb gewählt, Weil sie mir die bequemste 
und einfachste zu fceyn schien. Hr. Hindenburg hat zum Behuf seiner 
comhinatorischen Analytik eine andere gewählt , die in Rücksicht ih» 

N 
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res allgemeinern Zwecks ebenfalls sehr passend ist, und in jener Wis- 
senschaft bereits das Bürgerrecht gewonnen hat. Indessen wird es je« 
dem, der mit letzterer bekannt ist , sehr leicht seyn 9 meine Bezeich- 
nungsart in die Hindenbu*gsche umzuwandeln. 

Übrigens ist von selbst klar, dafs der ganze Vortrag des binomi- 
schen und polynqjnischex* Lehrsatzes nach dieser synthetischen Me- 
thode dem Anfänger schon in der Elementar -Arithmetik mitgetheilt 
-werden kanp , so bald er nur die allgemeine Addition , Subtracüon, 
Multiplication und Division in Buchstaben inne hat. 
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Allgemeine 

Theorie der Kettenbrüche. 
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Erster Abschnitt. 
Vqtx den Kctt enb rücke n überhaupt. 



Erklärung t« 

Ein zusammenhängender Bruch , oder Keltenbruch , heifst eine Reihe 
Brüche , deren jeder mit dem Nenner des nächstvorhergehenden durch 
Addition verbunden ist, ihre Zahler und Nenner mögen Zahlen seyn, 
welche sie wollen. Die einzelnen Brüche, aus denen er zusammen- 
gesetzt ist, heifsen seine Glieder f und die Zahl, welche anzeigt, das 
wievielste Glied ein gewisses ist, heifst die Ordnungszahl des Glie- 
des. Ist diese eine gerade Zahl; so heifst es ein gerades , ist sie aber 
eine ungerade; so heifst es ein ungerades Glied. 

Z.B. der Bruch r c 

"4-— e 



'■HL* 



a t e 



ist ein zusammenhängender Bruch, der aus den fünf Gliedern-, -,-j, 

~, T besteht, von denen -, -, r die ungeraden, und«-, r die gera- 
h k b j h » n 

den sind. 



loa 



Zusatz. Wenn man daher bey einem Gliede nach, dem andern 
stAfett' bleibt J' 'io läfst sich j£der fcettenbruöh in so yiel6 Bruche auf- 
lösen; als fer'&iede? hat, Z. B. Der angeführte lafst sich in folgende 
fünf Brüche auflösen; 

a a a a o 

& dl-, J+ — c 6-1 j„ * «4 M 

' /+ r /+ t+1. 

Erklärung a. 

..- i $.^st J .,Die-Brnche, in welche sich ein Kettetibrufch * nach und 
nach auflösen läßt , heifsen, wenn man ihren Werth durch einen ein- 
et 
zelnea Bruch , z. B. — ausdruckt , seine Theilbrüche , oder PartiaU 

P 
brücke. Die Zahl, welche anzeigt, der wievielte Tfeilbruch ein 
gewisser ist, keifst seine Ordnungszahl. Ist diefre eine gerade) so 
heifst .er ein gerader, ist sie aber ungerade,-- e}n' ungerader -Theil- 
bruch. > ~ ' 

Zusatz l. Also hat jeder K&tenbruch so viele Theilbrüche , als 
er Glieder hat, und anfser dem ersten Tbettbrücher, der aus deirt er- 
sten Gliede besteht, entstehen alle übrigen ,ata Kjeltenimlchen, der 
letzte aber ist dem ganzen Ketteobruch gldich (§. rf, .Zus.). 

•. 

Zusatz 2. Jeder Theilbruch hat mit deih letzten von den ihm 

zugehörigen Gliedern einerley Ordnungszahl, (§. i. Z.) z. B. wenn 

» *••■.- 

Ä TZ 

der Theilbruch -s T c ist ; st> isft W dö* dritte, und das letzte 

ß * + - e 

/ 

e 
Glied— ist gleichfalls das dritte. 
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Zusatz 3. Au^ jj^4eni f n^ Thcübruch ; entst^;/dc^ n$$H$tfol- 
gende (w + xV% wenn man,', statt des fc^mers im ijF" GUede ^ßifliwne 
aus 4iesem "Nenner und item näch^tfolgeoden^+^yn.&^^P. ?eta*v 

Z. B. Aus dem zweyten Theilbruch r c entstellt ' äer'oritt* 

— c wpnn in^p v statt des rfenpers* d im. *wey ten ' Gliede den 

/ 

e 
Nenner a + — setzt. 

/t 
,Zia^z , 4, , Der zwejte Theilbruch 7* e ist yW .i » ^ l Setzt *nan 

a 

ad+o.c 

daher den o ten Theilbruch -8; so ist der zweyte Theilbruc» j ■ " ii r * 

60 + 1 .c 

Eben so. ist der (dritte Theilbruch 

Lehrsatz 1« 

$. 3. In jedem rf #Ä Thcrilbruche ist der Zähler die Summe der 
Producte* die man erholt, wenn man den Zähler des (n — i) teö TheIL- 
bruch3 durch den Nennet des n ie,% Gliedes f und den Zähler des (n - af)** 
Theilbruchs durch den Zähler des n ten Gliedes multiplicirt , sein Nen- 
ner hingegen ist die Summe den Producta, die man bekommt , wenn 
man den Nenner des (n-f-i)** 11 Theilbruchs durch den Nenner des 
n ien Gliedes, und den Nenner des (n — s) ten Theilbruchs durch den 
Zähler des n! en Glieder nmltiplitiKt» 

et 
Beioeis. Denn es sey der (n — ß) ta Theilbruch — , der (n — i) t# 

T , und das n" Glied des Kettenbruchs £•; so ist. wofern der Satz 
9 q 



to4 



wAr ist fr. Ar.n 1 * Tlieübruc^—— — . Es sey also das (n+ i) te Glied 

— ; so bekommt man den (n+i) M Theübruch 9 wenn man, statt de* 
v 

Nenners 47, im n^Glieoe den Nenner q+ — setzt ($• 4. Z. 3.), also, 
ist der (n + i) te Theilbruch 

70Hy)+*P yqv+yu+apv ^ (yq+ap ^+yu 

Ist daher der Satz vom n'* 1 Theilbruch wahr; so ist er es auch 
vom (n+ i) tca . Nun aber ist er, wenn man den o toa Theilbruch $ 
setzt 9 vom zweyten Theilbruch, ungleichen vom dritten wahr 
($. 2. Z. 4..), folglich auch vom vierten, fünften etc. also von jedem 
überhaupt. 

Aufgabe 1. 

$• 4* Ana den gegebenen Gliedern eines ICettenbruchs seine 
Theilbrüche nach der Ordnung zu finden. 

Auflösung. Man setze den o ten Theilbruch §, nehme das erste 
Glied zum ersten Theilbruch an (§. $. Z. i), und suche aus dem o teo 
und ersten Theilbruch den zweyten, aus dem ersten und zweyten 
den dritten , aus dem zweyten und dritten den vierten , und so über- 
haupt aus jeden zwey zuletzt gefundenen den nächstfolgenden auf 
folgende An. Nämlich man multiplicire jedesmal den Zähler des zu« 
letzt gefundenen Theilbruchs durch den Nenner des nächstfolgenden 
Gliedes , und den Zähler des zunächst vorhergefundenen Theilbruchs 
durch den Zähler des vorhin benannten Gliedes, und addire beyde 
Producta; so*1$liftffe" Summe der Zahler des nächstfolgenden Theil- 
bruchs. Eben so multiplicire man den Nenner des zuletzt gefunde- 
nen Theilbruchs durch den Nenner des nächstfolgenden Gliedes , und 
den Nenner des zunächst vorher gefundenen Theilbruchs durch den 
Zähler des eben benannten Gliedes, und addire die beyden Producte; 
so ist ihre Summe der Nenner des nächstfolgenden Theilbruchs (§. 3.). 
Am bequemsten verfahrt man hiebey nach folgendem Schema. 
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«Ziwatö 4. "V^enn also, qrszcz+cz* +«' + ff 4 + . . . ; so ist für 
a \ aufser dem ersten Coefficienten a" oder (cT>on s?7 jedef andere 
r^vonz"** :('* <« : ••■•' -» > • 



1 ? 



Glied des rT Coefficienten von z** =: «25 a""* *> m C. 
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tfl MS *« t 1*4 *t* 

>Ä=rccc »ffccc + * c * «-"^f 5 !*« +>*^ c + •••» t 

,+ 15«* + &c*r .+/Sccc * *3 

' + CCC +JCCC 

• ; ' an 

4-1 CCC 

iiti imi . im hu uti 

4K=zcctc 4-4ffcc 4-4CCCC + Acccc J. scccc-f,.. 

.. , - , ~ . l I * ft IUI IM« 

lc 4^cec +itcccc 4»isrc*c 

rtr mir um tun imi inti 

'Ascci«^4.tcc((c<X sceccc 4» Sccccc 4» |et^ccf IM 

iix** um ihm 

-l-iocccoc >f ioccccc lioccecc 

u. s* W. i::// 3rw-v-vr»=i 

so ist, wenn p=a + b'+c + ii + t +ffg etc. ist , und'&ts'*, eSMrf 
<Zss:c, cäc^/äsc etc. gesetzt wird, 

p^Äa'+Höa*'''^**»^ (S.10.Z. 3), 

also aufser dem ersten |C^li^d£ /i'V jedes r f «=s r - I S5a ,| ( r ' 1) ^'JT, und 



' • * _*- 



* 1 ; • *** 

t 1 



etc. etc/etc. "' ' • • ji 

und überhaupt w Xs:t»C + t) »C + t)"»C+ «"C +... 

Anmerkung. 

Hieraus erhellt also , wie sich sowohl jeder Cöefficient', als atreh 
jedes Glied desselben durfi} t\ü^{j{^J^^ Glejfhung 

ausdrucken läfet. Die lieze&cnnuqgsart . deren 'icfr mith'Hiebey be- 
dient, habe ich biofs «deshalb gewählt, Weil sie mir die bequemste 
und einfachste zu «eyn schien. Hr. Hindenburg hat zum Behuf seiner 
comhinatorischen Analytik eine andere gewählt , die in Rücksicht ih« 

N 



•— 108 — 

Zusatz 5U .v Wenn im zweyten Gliede der Zahler negativ ist; so 
sind/ vfinn im ersten Gliede der Nenner wenigstens 1, und im zwey- 
ten der Zähler kleiner als der Nenner ist , die Zähler und Nenner in 
den bey den ersten Theilbrüchen positiv, und wenn im ersten Gliede 
der Nenner wenigstens c=s 1 f und im zweyten der Zähler um mehr 
als 1 kleiner, als der Nenner ist; so ist der unveränderte Zähler und 
Nenner ini zweyten Theilbruche gröfser, als im ersten. 

Denn im ersten Theilbrncli"- sind Zähler und Nenner positiv. 

b 

• ■ 

ad 
Nun i$t hier der zweyte — f folglich wenn b wenigstens s= i, 

bd — c 

undc<Cdist, c<bd 9 also sind auch im zweyten der Zähler und 
Nenner positiv. Ist zweytens b wenigstens = 1 , und c um mehr als 
1 kleiner, als d; so ist d — l > c f folglich d > l , mithin a d> a f 
und (d — i)i>c, folglich bd — c>6, also die Zähler und Nenner im 
zweyten Theilbruche gröfser, als im ersten« 

Zusatz 6. Wenn im zweyten Gliede der Zähler negativ ist; so 
sind , wenn im ersten Gliede der Zähler wenigstens um i , und im 
zweyten überhaupt kleiner, als der Nenner ist, die Zahler in den 
beyden ersten Theilbrüchen kleiner , als die Nenner. 

a ad 

. Denn der erste Theilbruch ist T , der zweyte «^— — . Ist daher 

b . . i , . . bd — c 

• • c c 
wenigstens a =6— i , undc<d; so ist — <i, folglich 6— i<6 — - f 

d d 

c 

mithin a<6 — -, also ad<6d— c. 

d 

Zusatz 7. Wenn im zweyten Gliede der Zähler negativ ist; so 
ist, wenn im ersten Gliede der Zähler wenigstens um 1, und im 
zweyten um mehr als 1 kleiner als der Nenner ist, die Differenz 
zwischen dem unveränderten Zähler und Nenner im zweyten Theil- 
bruche gröfser, als im ersten. 



— log 

a ' ad " A ° u ^ 

Denn der erste Theilbruch ist tt $ der zweyte , ,-•■ —> .iDä nun ; a 

b bd. c , v 

wenigstens um 1 kleiner als b ist; so setze man 6 — a=x; so ist x 



Wenigstens = 1 , und asssb — x 9 folglich a d = fc d -^- o: t?, rhithin 
6(2 — c — ad=xd — c. Nun kann nicht xd — c = x seyn, denn 

sonst wäre (d — i)x=:£, folglich x = - — — , mithin, da c^d — i 

d-— i 

ist (p. hyp.), x<i, und eben dieses folgt auch, wenn xd — c<» 
wäre. Da nun dieses wider die Annahme i$t, so ist xd— c>x, also 
bd — c — ad>b*-a, m + 



Anmerkung. 






Bey dem Gebrauche der* gegebenen ganz allgemeinen Regel \ clie 
Theilbriiche zu findeil , ist wohl zu merken , dafs man jeden gefun- 
denen Theilbruch unverähdfcffc'sb lassen mufs, wie man ihn aus den 
beyden nächst vorhergehender! unmittelbar gefunden hat, ohne Dm 
etwa erst durch kleinere Zahlen auszudrucken , oder wenn man iie- 
jative Zähler und Nenner 1 erhält, sie in positive zu verwandeln, wo- 
fern ,man aus ihm die folgenden Theilbrüche nach der gegebenen Re- 
gel erzeugen will, indem voh selbst klar ist, dafs sonst ganz; ändere 
Werthe für die folgenden Theilbrüche heraus kommen würden. Ge* 
setzt z. B. man wollte im ersten Exempel statt des dritten Theilbruch^ 
32 : 60 den ihm gleichen Bruch 8 : *5 setzen ; so bekäme man statt des 
letzten wahren Theilbruchs ^^, der dem ganzen Kettenbruche 
gleich ist, den kleinern, mithin unrichtigen ££• Oder gegeizt, man 
wollte im dritten Exempel den zweyten Theilbruch — 10: — 11 in 
10:11 verwandeln; so bekäme man statt des dritten wahren \% = £, 
den falschen f § = \f .. Eben so ist aus^ der gegebenen Regel klar, 
dafs man auch die gegebenen Glieder unverändert lassen, und sie 
nicht etwa durch kleinere Zahlen ausdrücken mufs , weil sonst ein 
Kettenbruch von ganz verschiedenem Werthe entstehen würde. 



HO 



Gesetzt z; B* es wäre der gegebene Kettenbruch 



> . *i 



3+1- ^ 

3 + *; 





so ist o 
T 



o:i 

S23 

20238 

62 : 117 
144:272 

also ist derselbe s=£$f — -&♦ Setzt man hingegen statt des zweyten 
Gliedes. -A* das ihm gleiche f; so ist, wie das erste obige Exempel 

•5^, also von ganz anderm 



* i « » » > 



* 1 



ZO 



r 
2 



lehrte der Kettenbruch — vv 

° + - 1 



5 + - , 
3 + - 
3 



Werthe, als der vorige. Endlich ist schon aus dem obigen zweyten 
und dritten Exempel einleuchtend , dafs es bey einem Kettenbruche 
nicht gleichviel ist , ob man bey negativen Gliedern den Zahler , oder 
den Nenner negativ setzt , indem für ihn in dem einen Fall ein ganz 

anderer Werth entsteht, ab in dem andern. 

* • « * 



Lehrsatz 2. 

$. 5. In jedem Kettenbruch enthält die Differenz der Producta 
aus dem Zahler des n icn Theilbruchs in den Nenner des (n — i) tcn f und 
dem Zähler des (n — x) t€n in den Nenner des n ten 9 die Differenz der 
Froducte aus dem Zähler des (n — i) M * in den Nenner des (n — a) tc % 
und dem Zähler des (n — ö) tto in den Nenner des (n — i) ten sovielmal, 
als der Zähler des n ten Gliedes beträgt. 

Beweis. Denn es sey der (n — fi) te Theilbruch — , der (n — i) te -r f 

h 

der n" •», und <üu n** Glied .— ; «o ist szsyq-Wtp, und g=lq+ßp 

(§.$.), folglich stsxyql + alpp wi&yZzssyql + yßp, also 
«*— lfr=(fil— yß)p- 
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Zusatz i. Wenn m*A daher von zwey nachstfti Treubrüchen 

* . X den Zähler eines jeden durch den Nenner des andern multipli- 
ß-l 

rirt; so ist die Differenz der Producte * J, y ß dem Producte aus 

allen Zählern derjenigen Glieder gleich , aus welchen der letzte der 

beyden Theilbrüche ^L entstanden ist, und sie ist positiv, wenn die 

o 



_- j 



Zahler der gedachten Glieder entweder alle positiv , öder' i#. gerader' 
Zahl negativ sind , hingegen negativ , wenn sie in ungerader Anzahl 
negativ sind« 

a c e g 
Denn es seyn die Glieder des Kettenbruchs--, --, -7, — u. s. w.; 

b d j n 

a ad a « ]'** 

80 ist der erste Theilbruch -. , und der zwey te , (§♦ 14*) t **¥§fc 

bd+c 

lieh ist die angezeigte Differenz der Producte für den ersten und zwey- 
ten Theilbruch =abd+ac—abdz=ac t mithinist sie für den zwey- 
ten und dritten Theilbruch z=zace f folglich für den dritten und vier- 
ten =acegu. s. w. (Lehrs. a.), also ist überhaupt, wenn der Zäh- 
ler des tf m Gliedes p ist , für den (n— i) ua Theilbruch -^ und de* ri** 

y, «8 — ßy* =:: *ceg....p 9 oder/3^ — ai=aceg...*p. und dieses 


Product ist positiv , wenn die Factoren entweder insgesamt positiv 
sind , oder wenn die Anzahl der negativen gerade ist , hingegen 
negativ, wenn letztere ungerade ist 

ts y 

Zusatz 2. Die Differenz zweyer nächsten Theilbrüche—, y 

ist ein Bruch, dessen Nenner das Product ihrer beyden Nenner, und 
dessen Zähler das Product aus den Zählern aller derjenigen Glieder 

tu 

ist, aus welchen der letztere y erzeugt worden. 





«— • 11t *m 

et 7 «J — yß aceg...p 

' ****&*" i äk ' ^ ßi t; ^ X# ^ f und ebfin so ** 

,« / !fbäaM*$-: Wenn in eiram Kettenbnich die Zahler und Nenner 
der Glieder ins gesa mm t gmz&Zahlen sind v so kann , wenn der Zäh* 

ler und Neuner ieines Theilbrufchs -£ nicht frrimfeahlen unter sich sind. 

o 

ihr grossester gemeinschaftlicher Theil er nie gröfser seyn> als das Pro 

duct aceg...p aus den Zählern aller derjenigen Glieder, ausweichen 

der Thefloruch «r entstanden üfc ...--- 

Denn man setze , die ganzen Zahlen y, J waten nooh durch eine 
größer? Zahl m theilbar; so wären, wenn der nächst vorhergehende 

Theilbrach -. ist, auch dieProductea J, y/3 durch m theilbar, also 

ß 
wäre auch ihre Differenz durch m theilbar. Diese aber istz=zaceg...p 
(Z. i.). Also wäre das Product aceg...p durch eine Zahl theilbar, 
die gröfser ist, als es selbst, welches unmöglich ist. 

Zusatz 4. Also können in einem Theilbrach, der durch die 
kleinsten Zahlen ausgedrückt ist, der Zähler und Nenner niemals klei- 
ner seyn, als die Quotienten, die man erhält f wenn man den gefun- 
denen unveränderten Zähler und Nenner des Theilbruchs durch das 
Product aceg..\p aus den Zählern aller derjenigen Glieder , aus wel- 
chen der Theilbruch entstanden ist, dividirt. 

Denn sonst müfstenbeyde noch ein^n gröfsern gemeinschaftlichen 
Theiler haben* als aceg. ..p. Dieses aber ist unmöglich (Z. 3.). 

Lehrsatz 3. 

» ••■ « 

§. 6; Wenn ein Bruch - kleiner ist, als der gröfsere von 

y 

zwey nächsten aus ganzen Wahlen bestehenden Theilbrüchen , z. !$• 
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dem (n— i) ten — , und dem n*" -y f und gröfser, al* der-Uetaec* von 

ß o 

ihnen ; so ist sein Zähler und Nenner gröfser , als die Quotienten , die 

man erhält, wenn man den Zähler und Nenner einesr^vrbeySerfFheil» 

bräche durch das Product aceg...p=zm aus den Zahlern der ersten 

n Glieder dividirt, vorausgesetzt , dafs dasselbe eine gange? £&1 ist» 

■ { a V ' " »•' .x A '..r.-.i-icc ^Y' ; wniO r>J 
d. L wenn man z. B. — >-s setzt, und— < — f aber — >\ ist; so ist 

* y ß l 

«>— , auchx>— > undy>— > audhy>— • 
m m m m 

tt y tn v <•& y a x 

Beweis. Denn da -— i=— ($. 5. Z. a), und-- £>- ^ r . ; , 

ß ßi ß 6 ß y 

m ay — ßx * _ _. , my n a> cc 

$0 ist --r > -~ > folglich -^ > «y — px. Da nun — < — 

ßi ßy y ß 

(p. hyp.); soist/3x<Äj, folglich « y — /3 x eine ganze Zahl, mit* 

3 
hinmy>9, also erstlich y > *-. 

, * V Ä 7 ,.,,., m 8x— *yy 
Nun ist auch j~ y>- - j» folglich ^> _£i , „i^ 

m y x y 

-~->$x--yy. Danun->i (p. hyp.); soistJx>y$r, folglich 

ß 

lx — Ny eine ganze Zahl j mithin my>ß f also zweytens y > — . 

m 
l ß ß y , > y 

Ferner ist ->-,-<■£, und ->i-. 
7 * et x y x 

Da nun « 3 — 7 j3 = ?n ($. 5. Z. 1.); so ist ßs- — 

7 7 

— s= — . Nun ist — >— — - f folglich > Li 

7 « «7 7 « y x ay. «y X 

mithin >Jx — 7y f folglich mx>4, also drittens x> — . 
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. '*' pa^iürfi *>£ (p. hyp.) folgHch auch ->?iü*. und y>i 
• _ • y • y 6:m J m 

ist (Na.'i/); so ist auch viertens cc > — . 

m 

Lehrsatz 4/ 
<:" $: 7* v Wenn in zwey nächsten Theilbrüchen , z. B. im (n — «)*■■ 

-T, untf im (n — i) tfln £- und zugleich imn fw Gliede - die Zahler 
ß ^ q 

und Nenner insgesammt positiv sind; so sind sie auch im n tgn Theil- 

s * "V 

bruch *r positiv , und der Theilbrüch i* ist kleiner f oder gröfser, 
als 4 der nächstfolgende ~, nachdem er kleiner, oder gröfser, als der 

nächstvorhergehende - ist. Ist hiebej ztyeyicns im n Un Gliede der 

Nenner q wenigstens =s 1; so sind die Zähler und Nenner im n' m 
Theilbruche gröfser , als im (n — iy cn . Sind drittens in den beyden 

et v 
nächsten Theilbrüchen -, 4* die Zähler kleiner , als die Nenner ; so 

ß 

g 

ist auch im nächstfolgenden - der Zähler kleiner als der Nenner, und 

wenn hiebey noch der Nenner q des r£ en Gliedes wenigstens sss 1 ist; 
60 ist viertens die Differenz zwischen dem Zähler und Nenner im n un 
Theilbruche gröfser , als im (n — i)**. 

Beweis. Denn da -r=^ — ^- ist ($. $.)', so ist sowohl«, als£ 

£ tq+ßp 

positiv, und -s--- — — -f-, und -v-ss-V,^ =-— • 
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. Nu» ist, wenn ~ .< g- ist, -<y]3<«}, und wenn «r-,<> n ist, 

«y/3>*3. Also ist, wenn -^ < -r ; itf, «uch T<"*f u.»dwennx> - 

7 * 
ist,, auch j>-o' 

Istzii^ytate q weaigstfwtfs s« j soiat7*7*h*p>7, X&är$q+ßp>1i 9 
also s >7 , und £> 8. 

Istdri^n5a<i3, / uiid7<J5 sd'isr79+Ä)9<87+/3p > also auch 

Isthiebey viertens auch <jr wenigstens == i ; so ist, da 3 — -y, und 
ß — et positiv sind, (8 — y) ^ (/?—«) p>8 — 7, folglich Iq + ß,p 
— (7<7+<*p)>$ — 7f also £-*»«>$ — 7. 

Zusatz i . Wenn daher die Zähler und Nenner aller Glieder po- 
sitiv sind; so sind sie auch in allen Theilbrüchen positiv, und jeder 
gerade Theilbruch ist kleiner , jeder ungerade hingegen gröfser , als 
der nächst vorhergehende , und nächstfolgende. 

Denn da hier in den beyden ersten Theilbrüchen die Zähler und 
Nenner positiv sind (§. 4* Z. *•) > so sind s * e es auch im dritten , folg- 
lich auch im vierten, und so in allen überhaupt (Lehrs. 4.)« ■ Da nun 
ferner der aweyte Theilbruch kleiner ist, als der erste (§♦ 4.. Z. 2.); 
so ist er auch kleiner, als der dritte, folglich der erste und dritte 
gröfser , als der zwey te , mithin ist der dritte auch gröfser , als der 
vierte, folglich der vierte kleiner, als der dritte und fünfte, und so 
überhaupt jeder gerade Theilbruch kleiner , jeder ungerade hingegen 
gröfser, als der nächstvorhergehende und nächstfolgende (Lehrs. 4.). 

Zusatz 2. v Wenn die Zahler und Nenner aller Glieder positiv 
sind , und hiebey im zweyten Gliede der Nenner gröfset als 1 , in den 
folgenden aber wenigstensi= 1 ist; so nelixnen die Zähler und Nenner 
der Theilbrüche immer zu. 

Denn wenn der Nenner des zweyten Gliedes gröfser als 1 ist; so 
ist der Zähler und Nenner im zweyten Theilbrüche gröfser , als im 
ersten (§. 4. Z. 3.)» Da nun in den folgenden Gliedern der Nenner 

Pa 



wenigstens»! ist (p. hyp.); so ist auch der Zahler und Nenner im 
dritten Theilbruche gröfser, als im zweyten , im vierten gröfser, als 
im dritten, und so nehmen si* beständig au (Lehrs. 4. No. a.). 

' iZftiWtf* ^ * Wenn die Zähler und Nenner aller Glieder positiv 
Sind, und 1 iöi ersten GÜede der Zähler kleiner als der Nenner ist; so 
ist in federn Thfeflbruche der Zähler Heiner, als der Nenner. 

Denn da dieses von den beyden ersten Theilbrüchen gilt (§.4. Z3.); 
so gilt ^^uqhi^ojÄririttöli^ viertm ^ und allen überhaupt (Lehrs. 4. 
No/3iXi> - . -' : -> i....- 



ZüsaH 4; Wenn die Zähler und Nenner aller Glieder positiv 
sind, und itn ersten Gliede der Zahler kleiner, als der Nenner, in 
allen folgenden aber der Nenner wenigstens = 1 ist; so nehmen die 
Nenner der Theilbruche stärker zu. aTs ihre Zählet*. 

Denn hier ist die Differenz zwischen dem Zahler und Nenner nicht 
nur im zweyten Theilbruche gröfser als im ersten ($. 4. Z. 4.), son- 
dern auch in jedem folgenden gröfser , als im nächstvorhergehenden 
(Lehxä. 4; No, 4.) 

Zusatz 5. Wenn in einem Kettenbruch Mofs de* Zähler des 
tWtfteti GEedes negativ ist; so sind, Vhtan 1 ddr Nfetiner des ersten 
Gfi&res wenigstens s= 1 , und im zweien de? Zähler kleiner als der 
Nennerist, die Zähler und Nenner aller Theilbrfiche positiv, und 
jeder ungerade Theilbruch ist kleiner, jeder gerade hingegen gröfser, 
als der nächstvorhergehende und nächstfolgende. 

Denn da hier die Zähler und Nennet in. den beyden ersten Theil- 
bruchen positiv sind ($* 4* Z. 5.); so sind sie -auch in allen folgenden 
positiv (Lehrs. 4« No. 1.), und da fetner der zweyteTheilbruch gröfser, 
als der erste ist ($• 4. Z« 0.); so ist er auch gröfser als der dritte, folg- 
lich der erste und dritte kleiner als derzweyte, folglich der dritte 
auch kleiner als der vierte, mithin der vierte gröfser, als der dritte* 
und fünfte . und so überhaupt jeder ungerade kleiner , jeder gerade 
hingegen gröfser, als der nächs tvorhdrgekende und nächstfolgende 
(Lehrs. 4. No. i.). 

Zusatz 6. Wenn in einem Kettenbruch bloß der Zähler des 
fcweyten Gliedes negativ ist; so nehmen, wenn im zweyten Gliede 
der Zähler um mehr als 1 kleiner als der Nenner , und in allen übri* 
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gen Gliedern der Nenner wenigstens sss 1 ist , die Zähter 4md 'Sfeftttft 
der Theilbruche immer zu. \l-.M *i * i : i 

Denn der Zähler und Nenner ist im zweiten Theilbruche ^Äfsef, 
als im ersten (§. 4. 2L 5.), Nun quidsie $uch iir/den-bey^iRersten 
Treubrüchen positiv (§. 4. Z. 5.) folglich sind sie 4^1 de^dw übrigen 
gleichfalls gröfser, als im nächstvorhe^geheijden ..{kehrs,^»!^. *•)• 
Also nehmen sie beständig zu* ., ,n 

Zusatz 7. Wenn in einem Kettenbmch blofe der Zählte des 
zweyten Gliedes negativ ist; so ist, wenn im ersten Gliede der Nen- 
ner wenigstens =7: 1 f und der Zäbler . wenigstens um 1 # ufc zweyten 
GHede aber überhaupt feiner aja d^er Nenner ist , in jedem Theil- 
bruche der Zähler kleiner , afc dej Nenner, . . l ; 

Denn da hier d^Z^h^r.iui^l Nanwr in dqn freydeu, >r«§n. Tbetf- 
brächen p96ifiv, ($„4\ 3*,6»JU wdin. beyden, der Zähler kleiner als 
der Nenner ist. (§. 4. ,3. $•) f. |o. ist er es auch im dritten, . viejtqfl, u»fi 
in allen übrigen (Lehr*,, 4, jNob£.)L ' , : :» 

Zusatz 8* Wenn in einem Kettenbruch blofs der Zähler des 
zweyten Gliedes itfgatpri&t ; ,sq qehmen, wenn im ersten GU«de der 
Zähler wenigstens um.i,, ,i^yi ii&^weyten um mehr als * kleiner als 
der Nenner, 19 ajlen a|>er 4er ,Nep#$r, wenigstens sss 1 ist , die NeWPF 
der Theilbruche s^ärifer 3u, r al? ihre Zähler, , , . ; . ■ 

Denn im zweyten Thfeübruche ist hier die Differenz »wischen 
dem Zähler und Nenner grdfiaer» 4b im ersten ($. 4. Z. 7»)«: 

Da nun fertier in den beydeü ersten Theilbrtichen die 'Zähler 
und Nenner 'positiv- <§. 4. 2; 5.), und der Zähler kleinen, als der 
Nenner ist $. 4JÄ,&yj so 'ist die Differenz zwischen dein Kahler 
und Nenner auch im dritten gröfser, als im zweyten, -im vierten 
gröfser als im dritten u. s. w. (Lehrs. 4. No. 4.}. Also nehmen die 

Nenner der Theilbruche stärker au, als ihre Zähler. * 

> • 

'Lehr e ata 5. 

$. 8« Jeder n* Theilbruch ist gröfser, oder kleiner/ als der 
(n — a) te , nachdem der (n-*-i) tf gröfser oder kleiner als der (rt*- c) w 
ist, vorausgesetzt, <fa& der (rt> — a)* 6 und (n — *)*• beyde positiv, und 
der Zähler und Nenner im n t<vt Gliede gleichfalls positiv sind. 
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Beweis. Denn es sey der (71—2)** —, der(n — i) te 21 und das 

ß ' 

n" Glj»d r- j so ist dpr n" Theilbruch . ;* / ($. 3.)- Ist nun 4- > -; 
.9 oq+ßp i ß 

aoist Y 0>«>, folglich l^ > tll t nuthin ^i +Ä /3- *** 



im 



+ ^;'f6i^ch;(^+^)/3>(X 9 +/3p) Ä , also |^>|. 

Ist hingegen 4<^> so ist auf eben diese Art klar, dafs in die« 



1 i 1 f . 

r * * * * 



semFaUeCf^+a/7)/3<(3ijr+/3p)Ä, also 12i^<? ist. 

Zusatz 1 . Wenn daher in einem ! Kettenbruch die Zähler und 
Kenner der Glieder alle positiv sind; so werden die ungeraden Theil- 
brüche immer kleiner, die geraden hingegen intmer gröfser. 

Denn da hier alles positiv, der zweyte Theilbruch kleiner als 
der erste, der vierte kleiner als der dritte, der sechste kleiner als 
der fünfte etc. ist (§. 7. Z. 1.) ; so ist auch der dritte kleiner als der 
erste, der fünfte kleiner als der dritte, der siebente kleiner als der 
fünfte etc. (Lehrs. 5.), also werden die ungeraden Theilbrüche immer 
kleiner. Da hingegen der dritte gröfser, als der zweyte, der fünfte 
gröfser als der vierte, der siebente gröfser als der sechste etc. ist 
(§.7. Z. 1.); so ist auch der vierte größer als der zweyte , der sechste 
gröfser als der vierte, der achte gröfser als der sechste etc. (Lehrs. 5.), 
also werden die geraden Theilbrüche immer gröfser. 

Zusatz 0. Wenn in einem Kettenbruch die Zähler und Nenner 
der Glieder alle positiv sind; so ist der letzte Theilbruch , der ihm 
gleich ist , kleiner , als jeder vorhergehende ungerade , aber gröfser, 
als jeder vorhergehende gerade. 

Denn ist der letzte Theilbruch ungerade; so ist er kleiner, als 
jeder vorhergehende ungerade (Z. 1.), und ist er gerade; so ist er 
kleiner als der vorletzte ungerade (§. 7. Z. i.), und dieser wieder 
kleiner als jeder vorhergehende ungerade (Z. 1.), also ist er auch hier, 
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mithin allgemein, kleiner, als jeder vorhergehende ungerade. Da- 
gegen ist er, wenn er gerade ist, gröfser, als jeder vorhergehende 
gerade (Z. 1.), und wem er ungerade ist; so ist er gröTser als der 
vorletzte gerade ($. 7. Z. i.), und dieser größer als jeder -vorherge- 
hende gerade (Z. 1.), also ist er auch hier, mithin allgemein, gröTser, 
als jeder vorhergehende gerade." 

Zusatz 3. Wenn in einem Kettenbruch blofs der Zähler des 
zweyten Gliedes negativ, und der Nenner des ersten Gliedes wenig- 
stens =1, im zweyten aber der Zähler kleiner als der Nennet' ist; 
so werden die ungeraden Theilbrüche immer größer , die geraden hin- 
gegen immer kleiner. 

Denn da hier die Zähler und Nenner aller Theilbrüche positiv, 
und der zweyte Theilbruch gröfser als der erste, der vierte gröTser 
als der dritte, der sechste gröfser als der fünfte etc. (§.7. Z. 5.); 
so ist auch der dritte gröfser als der erste , der fünfte gröfser als der 
dritte, der siebente gröfser ab der fünfte etc. (Lebrs. 5.)» & so wer- 
den die ungeraden Theilbrüche immer gröfser. Da h 
Theilbruch kleiner als der zweyte, der fünfte klei 
der siebente kleiner als der sechste etc. (§. 7. Z. fi.) ; 
vierte kleiner als der zweyte, der sechste kleiner a] 
achte kleiner als der sechste etc. (Lehrs. 5.), also w 
Theilbrüche immer kleiner. 

Zusatz 4. Wenn in einem Kettenbruch blofs der Zähler des 
zweyten Gliedes negativ , und der Nenner des ersten Gliedes we- 
nigstens^!, im zweyten aber der Zähler kleiner als der Nenner ist;. : 
. so ist der ihm gleiche letzte Theilbruch gröfser, als jeder vorherge- 
hende ungerade, aber kleiner, als jeder vorhergehende gerade. 

Denn ist der letzte Theilbruch ungerade; so ist er gröfser, als 
jeder vorhergehende ungerade (Z. 3.), und ist er gerade; so ist er 
gröfser, als der vorletzte ungerade (§.7. Z.5-)> und dieser ist gröfser^ 
als jeder vorhergehende ungerade (Z. 3.), alsoist er wiederum gröfser, 
als jeder vorhergehende ungerade. Dagegen ist er, wenn er gerade 
ist, kleiner als jeder vorhergehende gerade (Z. 3.), und wenn er un- 
gerade ist, kleiner als der vorletzte gerade (§. 7. Z. 5.), und dieser 
wieder kleiner , als jeder vorhergehende gerade (Z. 3.), also ist er 
wiederum kleiner, als jeder vorhergehende gerade. 
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der Theübruch 4- . aber kittner 



tMfe 



gehende 

•TißSirni 
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attanaMcloBteirt' afedobBcvfch ^»/äar^M-Eroduct re «o* den 
lern aller Glieder, aus welchen ~- entstanden ist, zum Zahler, und 
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das i*rödücfc ans den Nennern der llieilbrüche ~ ,'— zum Nenner hat« 

i. 9 ß' - 

w y . w tt 
Beweis. Denn es sey erstlich -*• i> •? , aber — < — ; so ist 

.. - .. * 8 x ß 

uiN 10 y et y tt N 

--rr^x, folglich -sml+J, Da^^^isoist.--^. 

m « ?» y 

■*SJ<M-- Z - ^)f folglich j|««j8j-+y " -.. r ^ 

iü a y m y tu 

♦ \ Nim ist — <jj (p. hyp.), folgUÄ.x i* ^<r^rj+i^ f aUax < -rz. 
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Ißt «u^yt^Tiy — <^, aber — > -; so ist -* ss » f folglich 

rsi . m ' et w in et w et 

so ist x > -r-s. '" 
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Zusatz. Wenn daließ in einem Kette^bruch entweder die Zäh- 
ler und Nenner der Glieder alle positiv- sind , oder wenn blofs der 
Zahler des zwey ten Glieds negativ , jyid im ersten Gliede der Nenner 
wenigstens = 1 , im z\yeyjten aber de* Zähler kleiner ali der rfenner 
ist; so ist die Differenz zwischen dem letzten Theilbruche und jedem 



* '^;L J/i O" ; : j ~ -. *- 



Zahlern derjenigen Glieder , aus welchen y entstanden ist^, zum Zäh- 

o 

ler , und das Product aus dem Nenner des letztem in* dent Nenner des 

OL 

nächstvorhergehenden —• zum Nen?er hat. 

Denn hier ist in beyden Fällen der letzte Theilbruch gröfser oder 
kleiner, als jeder Vorhergehende, nachdem er kleiner, oder gröfser, 
als der nächstvorhergehende ist ($. g. Z« 2. 4.)* 

Lehrsatis. 7. t 

$. x o. Wenn die Zähler und Nenner im (n — fl) tea Theilbruche 

* * v 

— - f und im (n— i) un y positiv, und im letztern größer, als im er- 

ß i 

« 

stern sind, der Zähler des n**" Gliedes — — aber negativ, und khi- 

f 

ner, als der Nenner ist; so sind auch im rt m Theilbruche ,- der Zäh- 

ler und Nenner positiv; und wenn im n*** Gliede der Zahler um mehr 
als 1 kleiner als der Nenner ist, so sind sie im n t€n Theilbruche auch 
• gröfser , als im (n— !)*•*. 

Beweis. Denn da •?=:} ~ ($. 3-)t und7>ft, o>/3, und 

i oq — ßp 

q>p sind (p. hyp.); so ist yq.>ap % und iq>ßp 9 also *, £ positiv. 
Ist nun ferner p um mehr als 1 kleiner als q; so ist q — 1 > p, folg- 
lich (7 — 1)7 >*p f und (9 — 1) $>ßp, also 79 — *p>7, ™d 
J9 — ßp>t, s>7, und£>8. 
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i?Waf*> Wenu daher iä e^emK^t^abruoU^au&^r dem ersten 
Glieder die Zähler aller übrigen negativ sind, und der Nenner des 
Arstenljjiede* wenigstens:«: jf äst;* $i>si»dV wenn in den folgenden 
Gliedern der Zähler Weiner als der Nenner'fet , die Zähler und Nenner 
aller Theilbrüche positiv , und wenn in allen Gliedern , aufser dem 
dtsten , der Zähler um mehr als 1 1 Heiner als der Nenner ist; so neh- 
men die Zähler und Nenner der.Theilbrüphe wuner zu. 

Denn da hier erstlich im ersten und zweytfen Theilbrüche die 
Zähler und Nenner positiv sind (§. 4. Z. 5.); so sind $c auch im 
dritten, vierten, und allen überhaupt positiv QLehrs^.7). 
*' Da zweytens der Zähler und Nenner. im zweyten Theilbrüche 
gr;5fser, als im ersten ist (§* 4. Z. $.)$ so ist er auch im (hatten gröfser, 
als iih zweyten, im vierten gröfser/. als im dritten /etc. (Lelirs. 7.). 
also Werden sie immer gröfser. 

Lehrsatz 8* 
$. ii. Wenn im (»- ») tfn Thetlbruche — , und im (n — i) te * 

~- die Zähler und Nenner positiv* und' lene nicht mir kleiner als diese 

sind , sondern auch die Differenz zwischen dem Zahler und Nenner 
im (n — i) ten gröfser , als im (n— a) un ist $ so ist , wenn im n un Glie* 

de — — der Zähler negativ, und kleiner als der Nenner ist, der Zäh- 
ler des n f#rt Theilbruchs — kleiner als sein Nenner, und wenn im n ten 

Gliede — — der Zähler wenigstens um 1 kleiner als der Nenner ist; 

so ist Auch die Differenz zwischen dem Zähler und Nenner im n tm 
Theilbrüche gröfser, als im (71 — i) ten . 

Beweis. Denn da - = £-^ -^ (§. 3-)t unda</3, 7<ö, 

$ öq~ßp 
— y >/3 — a ist (p. hyp.) ; so ist, wenn p < 9 ist , (8 — 7) q >(ß — et) p f 
folglich 8qr —ßp>yq — *p f alsos<£ 



Ist zweytens entweder psso" — i, oderp<q»— i; so ist entwe- 

p ' / p ' J— -V "'"' 'J 5 — ' itf 

der .... T„ aas i^ oder —-'•—. < i. Da nun *— *X> 1 ist , ^-^-£ 

. ff — »... . ff — » . P-r-*';\ ; -f.flr^.4» 

>— — , folglich (X— 7)9 — (3— 7)>(/3 — «)p, mithin (J— ^) q. 
— (/3 — «)p>3— 7» folglich J o: — i /3 p ■— (y? — «»,>?'— y,. also 

$-«>W--.- - . ■ ". -■- •"■■ -- 

Zusatz. Wenn daher in einem 
der, aufser dem ersten , alle negativ 
Gliede 'der Zähler wenigstens um 1 , 
als 1 kleiner als der Nenner ist, ih ]• 
ner, als der Nenner , und die Nenn 
Lerzu, als ihre Zähler. „ , . . , 

Denn hier sind in den beyden ersten Theilhrüchen die Zähler and 
Nenner positiv ($. 4.. Z. 5.) t und jene- nicht nur kleiner als diese 
(5. 4. Z. 6.) , sondern auch die Differenz zwischen dem Zähler und 
Nenner im zweyten gröfser,, als im ersten (§. 4. Z. 7.), folglich sind 
beyde Sätze vom ersten und zweyten Theiloruche wahr, also aucÄ 
vom dritten, vierten, und allen überhaupt (Lehr». 8-). ■ .t 

Lehrsatz 9. 

$. 14. "Wennim^n— a) WQ Theilbruche — , im (n — ' i)*" ? 

und im n"" — die Zähler und Nenner insgesammt positiv sind, und 

im«**" Gliede — — der Zähler negativ ist; so ist der TheUbruch. 2- 

kleiner, oder gröfser , als der nächstfolgende - , nachdem er gröfser, 

oder kleiner, als der näch&tvorher gehende - ist. 

Q » 



Beweis, Denn 3== ^""* P ($. 5.)rs jlJiZ*!* «nd J 

ist Üiiigegen y < ~; soisty/3<«8, also ~>^/ 

Zusatz. Wenn daher in einem Kettenbruch die Zähler der Glie» 
der, aufser dem ersten , alle negativ sind; so nehmen, wenn im er* 
I ten Gliede der Nenner wenigstens es 1 , und in den folgenden der 
Zähler kleiner , als der Nenner ist , die Theilbrüche immer zu , und 
der letzte ist also gröfser , als jeder vorhergehende. 

. Denn da hier die Zahler und Nenner aller Theilbrüche positiv 
sind (§. 10. Z.) 9 und der zweyte Theilbruch gröfser 9 als der erste ist 
($.4. Z. *.)> so *** er kleiner als der dritte (Lehrs. 9.), folglich der 
dritte gröfser , als der zweyte, also kleiner als der vierte (Lehrs. 9.), 
folglich der vierte wiederum gröfser, als der dritte, und sonder fünf te 
gröfser, als der vierte, der sechste gröfserj, als der fünfte u. s. w. 
Abo nehmen die Theilbrüche immer zu , mithin ist der letzte der 
gröfseste von allen« 

Lehrsatz 10» 

§. 13. Wenn in einem Kettenbruch die Zähler der Glieder, 
aufser dem ersten, alle negativ sind; so ist, wenn im ersten Gliede 
der Zähler wenigstens um 1 9 in allen übrigen aber um mehr als 1 
kleiner als der Nenner ist, die Differenz zwischen jedem nf" Theür 

krach T und dem letzten — allemal kleiner, als der Bruch r-r — — t 

der das Product aus den Zählern der ersten n Glieder zum Zähler, 
und das Product aus dem Nenner des ri* n Theilbruchs in die Differenz 
zwischen ihm, und dem Nenner des (n — i) tcn zum Nenner hat. 

Beweis. Denn man setze, der Kettenbruch , der vom (n+ iY* 
Gliede positiv genommen anfangt, und bis zum letzten Gliede fort* 



J*5 



Heht, itey ss ~Mq $efanlmt l9aK$iHMMp fon«eK«?flebeitaaifiette&- 

brtid) den letzte^, Theijbrtich^ -.,* w«nn .${83 HP» Saififir WC n~ 

■ ' - *' ä. " t- («*$ - pS,$ 

Gliedes £• adtot^^tfslda^n^^^ied^nj l^jjfcjfctf 
Theilbruch wird (J. a # Z. 3.). Nun aber sind in den Theilbruchen 

sondern Äuch : u<v ,, (§:ii.;2.)r : Da ibter in feilen GHrilet^J iuß« 
dem ersten, die Z&dtöl^adF:timL {p. liyp*)» 30 nlnfeattflhijit^ 
WelcWdatf(yi ! + i^äfeS'^^^t^'d^' Zahler negatiV gMSnmen 
werde«, folglich ist - »$ ^'W. 3). Nun i»t->4($viJuZA 

folglich - — 7 ' £= y^^""* ■_;• V J. (r/3-— *)" - - ..i***u* 

Man setze also v=u+y; so ist Jv=>u+Jy f f olglich 3 t>—j3u 
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' tehr satz \i. 
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S* »4. Wenn im Kettenbrnch P das n' # Glied — — , Und das 
(n+ i) w — -, im Ketteübruch p iüngegeii das n" Glied -, und'da* 
(h+ i) to i«t; so sind, wenn dieZähler und Nenner des (n— •)"» 



I 

et ' y 

Theilbruchs -- in P und Q völlig einerley f die des (» — i) ten £ f aber 

ß o 

in p mit denen in P zwar von einerley Gröfse, aber von entgegenge- 
setzter Bedingung sind ; die Zähler und Nenner des n ten Theilbruchs 
in Q mit denen in P der Gröfse nach einerley, nur von entgegenge- 
setzter Bedingung, die des (w + i) Mn aber in P und Q völlig einerley. 
Sind hingegen die Zähler und Nenner des (n — s) ten Theilbruchs in p 
mit denen in P von einerley Gröfse, aber von entgegengesetzter Be- 
dingung, die des (n — i) tco aber in P und Q völlig einerley; so sind 
die Zähler und Nenner des n een Theilbruchs in P und Q völlig einer- 
ley , die des (n+ i) ten hingegen in P und Q zwar von einerley Gröfse, 
aber von entgegengesetzter Bedingung. 

et 
Beweis. Denn es sey für den ersten Fall , wo — in P und Q völ- 

ß % 

Hg einerley ist, zuerst der (n — l) tc Theilbruch in P, y in Q aber 

3?; so ist in P der n* Theübruch ^Z^,in O hingegen ~* 9 ** P 
— 3 Iq — ßp r ö& —lq+ßp 

(§. 3.) ■— ZJ^lZl^l f der (n + i) te aber sowohl in P als {>, 

7 ? 2>-qpi?-7u fct zweytens inpder (n — i)"Theilbruch 

oqy — ßpv— du 

_ ry y •— y -— et p 
— i, in (? hingegen y ; so ist in P der n" Theübruch ~ — -^q- 

_P+«p p hingegen ? ?+ " P , derXrt+i)" aber in P 
und n, ~' V9 V -«*">+*". Ät drittens in P der (n - 1)« Theil- 
brach ^~, in Q hingegen — ^v *> *»* ** P der n" Theübruch 
=SÄ±iÖ,. in ? hingegen -^±^r, der <« + ,)« aber in P 



«nd O, ~y9 Vm -*P l v +V u 9 ^ enjüch in p der (n— 1)" Theü- 
c oqv — ßpv— du 

brach — ^, in (? hingegen — ?; so ist in P der n" Theilbruch 
— o o 

=$3^ k " ?hhwn = fe^* der c " +,) " ,w " * 

— oqv — ßpv + ou 

Eben so sey für den ixoeyten Fall, wo i in P und {> völlig ei* 

o 

nerley ist, zuerst in P der (n — a)** Theilbruch — , in Q hingegen 

ß 

~— ; so ist sowohl in P als Q der n" Theilbruch ^ ~* P derfn+i^ 
/3 * oq—ßp 



aber in P, -^ / jp, in p hingegen — lp -£ ^ f 

— tt & 

Ist zweytens in P der (n — «)*• Theilbruch — - , in (? hingegen — ; 

— ß ß 

so ist in P und Q der ri 9 —^ — ^ , der (n + i) t# aber in P 9 

oq+ßp 

^rT. in Q hingegen -fr*«+«gi^Tg. fet drit- 

J(jt)+j3pü — iu * ÖC — (öqv + ßpv—öu) 

tens in P der (n — a) te Theilbruch — -- 1 in Q hingegen — - ; so ist 

ß —ß 

der n u Theilbruch inP und (?, ^— ~, der (n+i) te aber in P f 

öq — ßp 

öijftf — ppv — ou % G — (oqv — ßpv — öu) 



* . - .. — * 



yy yy 

lkh in P der (n — fi) ,e Theilbruch — ~ , in (? hingegen —^3; «o ist 

t — ß ß 
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der n» in P und O, ^"y , der(n+i)* aber inj» ^'»P^yu 

in p hmgege« :j: ^^— —j^, AI» «t der Satz für beyde 

Fälle allgemein richtig- 

Ziuatz. . Also ist es for die Größte eines Kettenbruchs , und aller 
seiner Theilbruche einerley, ob die Nenner aller geraden Glieder, oder 
statt dessen, die Zähler aller Glieder, aufser dem ersten, negativ sind; 
und wenn man in den Theilbruchen von den Ordnungszahlen s , 3, 6 
7, iq, 11 f t4, 15 etc. die man in dem einen Fal|e erhält, die Zäh. 
ler und Nenner von entgegengesetzter Bedingung nimmt; so sind alle 
Theilbnichje nach der Ordnung mit denen im andern Falle völlig einer» 
ley, .-id. i. wenn : 

Pssr c und Ö ss— * 



••* 



so ist P SS p, und jeder n u Theilbtuch in (? mit dem n ien iii P vom 

einerley Gröise, und nimmt man in den für Q erhaltenen Theilbruchen 

von den Ordnungszahlen a, 3, 6, 7, 10, 11 etc. die Zähler und 

Nenner von entgegengesetzter Bedingung; so ist jeder n ta Theilbruch 

in £>mit dem n'**in P völlig einerley. 

a 
Denn da hier sowohl in P, als Q der erste Theilbruch 7-, und in 



— - ad - cd 
P der zweyte „ ■■ v , in (> hingegen — ($. 3.); so sind 

die bey den ersten Theilbruche' in P und Q von einerley Greise, und 
im ersten die Zähler und Nennfer völlig einerley , im zwey ten hinge- 
gen von entgegengesetzter Bedingung, folglich sind auch der dritte 
und vierte Theilbruch in P und Q von einerley Gröfse, die Zähler und 
Nenner des dritten aber in P von entgegengesetzter Bedingung als in 
p f des vierten hingegen in P und Q völlig einerley (Lehrs. i'i.), mit- 
hin ist der Satz für die vier ersten Theilbruche wahr, also ist er auch 
für die vier nächstfolgenden (Lehrs. n.)> und so überhaupt für alle. 
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L ehr s a t z 10. 

$. 15. Wenn im Kettenbruch Pdas ri e Glied -und das (n+i)* 

u . P 

-, im Kettenbruch Q hingegen das n te Glied , und das (if+i) 

— — ist; so sind, wenn die Zähler und Nenner des (7i-—Ä) ten Theü- 
— v 

et *y 

bruchs — in P und Q völlig einerley, die des (n — i) ten i- hingegen 

in £>mit denen in P zwar von einerley Gröfse, aber von entgegen- 
gesetzter Bedingung sind, die Zähler und Nenner des 71'*" Theilbruchs 
in P und Q völlig einerley, die des (n+ i) ten in {? hingegen mit denen 
in P zwar von einerley Gröfse, aber von entgegengesetzter Bedin- 
gung- 

Beweis. Denn der n"Theilbruch ist sowohl inP, als O, ~ , 

der (n + i) te ., hingegen ist in P, ■— -- £- , in aber 

öqv+ßpv + ou * 

~79V^«pt> — yu — (ygv + apv + y ü) 

~~lqv — ßpv—lu — (jtqv+ßpv+ lu)' 

Zusatz. Also ist es für die Gröfse eines Kettenbruchs und aller 
seiner Treubrüche öitferli&y , ob in ihm blofs der Zähler des zweyten 
Gliedes negativ ist, oder ob statt dessen, die Nenner aller seiner Glie- 
der , aufser dem ersten , negativ sind , und man in den geraden Treu- 
brüchen , die man in dem einen Fall erhält , die Zähler und Nenner 
von entgegengesetzter Bedingung nimmt; so sind alle Theilbrüche 
nach der Ordnung mit denen im andern Falle völlig einerley , d. i. 
wenn 

a a 

P sss . — . c undps=— c 

"-{-..• — « + •• • 

R 



IM 



8Q fct JRzjzQ., .und jeder yi'* Theilbruch in P mit dem in p von einer- 

ley Gröfse, und nimmt man in den geraden Theübrüchen in P die 
Zähler und Nenner von entgegengesetzter Bedingung ; so sind alle 
Theilbrüche in P mit denen in p völlig einerley. 

Denn da hier sowohl in P als Q der erste Theilbruch --, und in 

b 

od . — — ad 

P der zweyte f in Q hingegen — (§. 3.); so sind die 

6a — c ~*» (6 a — c) 

beyden ersten Theilbrüche $n P und p von einerley Gröfse, und der 
Zähler und Nenner des ersten in P mit denen in p völlig einerley , des 
zweyten hingegen in p mit denen in P von entgegengesetzter Bedin- 
gung , folglich gilt eben dieses auch vom dritten und vierten Theil- 
brüche , mithin auch vom fünften und sechsten , und so von allen über« 
haupt (Lehrs, ia.) 

Lehrsatz 13. 



a 1 

$. 16. WennPss 7- c undOss- a 



:d+ 7+L '+7+1 g 

« + ... 
so ist der (n+ i) te Theilbruch in p dem umgekehrten n un in P gleich. 

Beweis. Denn es sey in P der (n — &) x * Theilbruch — ,der(?i-i)^ 

~, und in O der (n — i) M -, der n" ~, und das n" Glied - in P 
8 r v ' * 7 9 

das (n+ i) t# in (?; so ist inP der n u Theilbruch jp — -£, und in p 
der (n+i) te — — — (§. 3,)- Ist daher der Satz von zwey nächsten 

yq+*p 

Theübrüchen in p wahr; so ist eres auch vom nächstfolgenden. Nun 

aber ist er von den beyden ersten wahr. Denn in p ist. der erste Theil- 

b a 

brach «5, der zweyte — , und in Pder o tc f , und der erste —. Also 

ci b 



i'3'i — 



bt der Satz auch rom dritten f und so von allen folgenden, Theilbf li- 
ehen in p wahr. Z. B. 

Glieder. | Theilbrüche. 

_ _ _ _ _ . _ r 



O0:i 

1:0 J 

b:a 

bd+c:ad 4 ' T ^ 

U. S. W. 

» * ■ 

Zusatz 1. Wenn man also in ö den ersten Theilbruch 1 zum 

x b 

p tca , und den zweyten - a ==-- zum ersten annimmt; so ist der n /# 



o 

€ 

"3 



•♦» 



• .. » 



Theilbruch in (7 allemal der umgekehrte n" in P, und man bekommt 
die Theilbrüche in {? nacheinander ebenso, wie §. 4. gezeigt worden, 
nämlich: 

Glieder.) Theilbrüche. 



b 

€ 
"3 

1 



1:0 

b:a 

bd+c:ad 

bdf+cf+be:adf+ae 
u. s. w. 

Zusatz a. Also bekömmt man die' Theilbrüche für 0, wenn 
man die für P gefundenen umkehrt (§. 4.). 

Zusatz 3. Wenn man daher den o un Theilbruch § setzt; so wird' 

b 



' + T+1 . 



— c 



d +- .e 



d + -r.e 



n • • ♦ 



f+l (Z. 1.) 

» • • • 



Aufgabe 2. 

$. 17. Einen Kettenbruch , in welchem die Zähler und Nenner 
der Glieder Brüche 9 oder Quotienten ganzer Zahlen sind, in einen 



— i3t — 

solchen zu verwandeln, in welchem die Zahler und Nenner der Glie- 
der lauter ganze Zahlen sind. 

Auflösung. Man multiplicire im ersten Gliede des gegebenen 
Kettenbruchs den Dividend des Zählers durch den Divisor des Nenners, 
und den Dividend des Nenners durch den Divisor des Zählers, so giebt 
das erste Product den Zähler, und das zweyte den Nenner für das 
erste Glied des neuen KetLenbruchs. 

Alle übrigen Glieder für diesen findet man auf folgende allge- 
meine Art: Man multiplicire in jedem n ten Gliede des gegebenen Ket- 
tenbruchs das Product aus dem Dividend des Zählers in den Divisor 
des Nenners durch das Product der beyden Divisoren des (ti— - i) teB 
Gliedes; so hat man für das n" Glied des neuen Kettenbruchs den Zäh- 
ler, und das Product aus dem Dividend des Nenners im n te * Gliede Jn 
den Divisor des Zählers giebt seinen Nennen Z. B. 

a:m na 

mnctj 

VH e * 



6:rt +-j — e:r rnb^ _ 

d: 7+7 — g:t P d H j- rsgu 



h:u -f.,. th -f... 

Beweis. Man nenne den gegebenen [Kettenbruch P, und den 

neuen Q. Nun sey in P der (n — 3) te Theilbruch — f der (it — ä) u 

ß 

£, und das (n — i) te Glied ^Li $ so ist der (n— i) te Theilbruch 
iik 

•vi ag Ü ßg yih+ayk . , 

JL.-4 — 2 : — i — EL — 5 ; und wenn man daher das n u Glied 

h^ h k^ h tih+ßyk' 

— setzt; so istdern"Theilbruch f V+"7 £ J-+— * ( t+S ) ~ 

It „ (yih+eiyh)uv+yhktw __ ,. 

j («, e\ -— ii \ — l—L 1 . Nun setze man , die ee- 

t u wo) — (j£ Ä+j 3 7 Ä)u»+J/iA*w ' B 

gebene Auflösung sey für den (« — 3) ,en , (« — 2) ,en , und (n — *)"" 
Theilbruch wahr, folglich in Q gleichfalls der (n—3)? e Theilbruch 

~, der(n — a) te t, der (h— O w ?tt^7 , und das n<« Glied 
ß o öih+ßyk 



; so ist in Q der n f * Theübruch ebenfalls . ; ■ _. „ 

uv * (fiih+ßyk)uv+vhktiu 

(§. 3.), mithin die Auflösung auch für den n'* 1 Theilbruch wahr. 

Nun aber ist dieselbe für die drey . ersten Theilbrüche wahr t [denn 

a b ad bd c 

in P ist der erste Theilbrüch — : - :s= na:mb 9 deris te — — : 1- — 

vi n rttq nq p 

z=zadnp:(mbdp+mcnq), und der dritte 

s=(adnpfr+aenpqs):(inbdpfr+mcnqfr+mbepqs) 9 

in p aber sind die drey ersten Theilbrüche eben so grofs (§. 3.)]» *^ so 
ist sie auch für den vierten , fünften 9 und alle folgende Theilbrüche 
wahr. 

Zusatz 1. Also ist, wenn alle Buchstaben ganze Zahlen be- 
deuten, 

a na 

1)7-— . c SB -7— ncq 

.1 n 

3)7—,» e=s-r ,»* 

d;n+__ , <* + _ » 

f :rt + / + — 

. «:m « 

4) -7— ,*JP SS— r.mc 



w» - 



* +—3-. * :r mi-f — p# 



* +-7-, gi* P d + 

/*+.•« ** + ..♦ 



— *s* — 

5) — — c:p mSS — mc 

i +— - eir m+_ pe 

• +— gtt P +— rg 
I -J r ^ 

"* * T ••• * Hr • • • 

a : m a 

6) — — cim S*S — m c 

i «f. _ « : m m -J- — m e 

l +2 m + _£ 

* + ... TO + . . ♦ 

U* 3« W« 

Aufgabe 5. 

$.18- Einen jeden Quotienten — , oder -—, was für Zahlen 

B A 

oder Reihen von Zahlen auch A 9 B seyn mögen, in einen Kettenbruch 

zu verwandeln. 

Auflösung. Man verfahre eben so , als wenn man den gröfsesten 
gemeinschaftlichen Theiler zweyer ganzen Zalüen sucht. Nämlich 

man dividire, um den Kettenbruch für -- zufinden, IJ durch -^.Bleibt 

B 

ein Rest , so dividite man durch ihn den vorigen Divisor A. Bleibt wie- 
der ein Rest, so dividire man durch ihn wieder den vorigen Rest, den 
man als Divisor annahm , u. s. w. Auf diese Art fahre man mit dem 
Dividiren fort, bis entweder der Rest Null wird , oder so lange, als 
man will, und bemerke nach der Reihe die Quotienten C, JD, JE, F, 
G etc., die man bey jeder Division erhält. Alsdenn nehme man 

* 

_ . — , — , — , — etc. für die Glieder des verlangten Ketteabrucks ; 
C* D E F G e 

so ist 

G + ... 



— 13& — 

* + <?+... 6+ - 

wenn man im letzten Falle, wo — das erste Glied ist, den o teu Theil- 

i 

bruch £ setzt (§. 16. Z. 2.). 

Beweis. Denn es seyen die beym Dividiren gefundenen Reste 

r B C 

nach der Ordnung c, d, *, /, g etc.; so ist — =sC + — , also 

-Ä A 

A \ „ . A d c e d f 

-=- c . Fernerist -s=Z>+-, -7— * + 7.- =^ + i » 

-r= G+^ u. s.w. Nun ist — ssi:— ss=— dt— = 1 : -7 
ff . A c -D+— c d 

c 
1 e d 1 /__ £ 1 

-£+l'ä~ 1: 7-F+/'7- i: 7-G+£ 

Also ist -=1-^ 

B+ S+i. . 

Gesetzt nun, statt B durch *rf, dividirte man A durch B, und 

nähme zum ersten Quotienten o an; so ist der erste Rest A, folglich 

A d. . 

— s= o + — . mithin 
B B 

T D+±. , 

~F+ — 



U. 8. W. 
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Z. B. Es soll der Brach $$£ in einen Kettenbrach verwandelt 
werden) so ist 



4SIJ97* 
|84» 

130 



421 

390 

3* 



Also ist iü 

97* 



130 
124 



30 
I 



und 22=1 



I 

6 s+ « 



Aufgabe 4. 

r ■ 

$. ig. Für einen gegebenen Kettenbruch einen jeden seiner 
Theilbrüche aufser der Reihe zu finden. 

Auflösung, Man nenne , tun alles desto deutlicher zu übersehen, 

den Zähler des ersten Gliedes a , des iwey ten a , des dritten a etc. , 

n 1 

also des n ten a 9 und eben so den Nmner des ersten Gliedes b 9 des 

a # 3 n 

zwey ten b , des dritten b etc. , also des n' * n b , so dafs der gegebene 

allgemeine Kettenbruch 

1 

1 * 

x a 

i+t * 



ist; so ist der n" Theilbruch 
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12 3 4 « » 1 4"| « I 2 4 5 « * * 2 3 5 ff 7 « njf(7 »,'* 

abbb . ,.£-|-rtrt£i...&-|-«6flÄ£... b + a bbabb ... b J^aaabb ... fr 

1234678 * I34G7B * 114678 * ? 2 3 4 5" 7 R 9 « 

JLabbbabb m ,,b^-aababb...b^-abaabb...b-l-abbbbabb...b 

!34f 789 » 1445789 ft 1*35789 »" 135789 «'. 

•^™ • • • "J* • • • ™|* • • • ^™ • • • ctc« 



I2H w 234 « 1345 » ! ? 4 J * " 245« « * 

»235«7 ? *}S67 * ?* 5 ?? ? i£?? 6 7? ^ ' 2}4«78 W 

134578 * 124678 * * 4 « 7 8 n I114J789 J* 

2345789 * 1345789 « J f 4 5 7 8 9 n 245788 * 

1235789 « 235789 * J * * 7 § ? ? 

"j - »»» "j 1 " • • • "^ • • • "!"••• CIO» 

wobey sich von selbst versteht, dafs in jedem Producte, sowohl des 
Zählers als des Nenners des n" n Theilbruchs , alle diejenigen Factoren, 
deren Ordnungszahl gröfser als n ist, wegfallen, und als 1 anzusehen 
sind, aufserdem aber wohl zu merken ist, dafs alle diejenigen Pro- 
ducte, in welchen über ä eine höhere Ordnungszahl als.n vorkommt, 
als Nullen zu betrachten, und ganz wegzulassen sind« 

Will man die obigeOReihe sowohl im Zahler als im Nenner weiter 
fortsetzen; so darf man nur in allen den Producten, in welchen der 
letzte gegebene Zähler vorkommt , statt dieses , das Product aus dem 
nächstfolgenden Zähler in denjenigen Nenner , der zwey Grade nie« 
xiriger , als dieser ist , setzen , und alsdenn noch in allen' den Produo 
ten , in welchen der vorletzte Zähler vorkommt , zu diesem blofs den 
vorgenannten nächstfolgenden Zahler als Factor hinzufügen , das Pro- 

n 

duct der Nenner bis Z? aber von demjenigen Nenner anfangen, der um 
einen Grad höher ist, als der vorgedachte nächstfolgende Zähler. 

Auf diese Art bekommt man , ohne dabey viel denken zu dürfen, 
durch blofses Hinschreiben alle diejieuen Producte, die zu den schon 
vorhandenen , sowohl im Zähler als im Nenner zu addiren sind. 
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Z. B. Will man die obige Reihe im Zähler und Nenner, die 
schon die sieben ersten Theilbrüche giebt, für den achten Theilbruch 

fortsetzen; so darf man nur in allen den Producten , in welchen a 

6 8 7. 6 

vorkommt, b a statt a, und in allen denen , in welchen a vorkommt, 

7 

blofs a hinzusetzen. Also sind die neuen Froducte für den Zähler 
diese: 

I194JJ8SIO n 134*68910 n 124*68910 n X2H589IO n 
abbbbbabb ,, ,b -\.aabbb ab b 4 . . b -\- abal b ah b ...b ^abbababb ., % i 

13 5^89 XO n H U689IO n l)4$99iO U X24689IO n 

+ aaab abb ,,+ bJ^abbbaa'bb „.b+aab aab b m%m b+abaaab b .,.£ , 

und für den Nenner folgende: 

I2 3 4J«8SlO n 234*689 to « X 34*68? IO rt 124*68910 n 

bbbbbbabb <„b + abb bb abb .„b J^babbbabb , 4 .b +bb abbabb . ,.0 

2 4**89 1 H 123? 689J0 « 2H689IO K I 3 5 6 8 9 10 I» 

^-aA60a6&. # .&^6££a6a£6..,6^.a&a&a6£«..6.^&aaÄa0&. # .fr 

X234689IO n 234689ZO n X34689XO n X24689TO n 

^bbbbaab b ., ,b-\-abbaab b . ..b ^.babaab b ...b ^bbaaab b ,♦♦£ 

24689XO « 

Beweis. Denn für die fünf ersten Theilbrüche ist die allgemeine 
Formel richtig , wie folgendes Schema zeigt : 



Werthej 
von n I 



Theilbrüche» 



n=I 
n = 2 

n = 5 



X X 

a : 6 

12X2 2 

123 13 12) 23 13 



X2|4 »34 X24J234 l|4 X 3 4 X 2 4 »4 

X2345 1345 1245 *??* * ' * ! ? ? f 7 *?*f J 9 ?/ f? 4 f 

abb bbJ^-aabb+abab-\-abb a + a aa\b b bb b + ab b bJ^babb ^bbab 

2 4* 123* 235 13* 

.}. a a b ^Jx b b a-J- a o a -J-o « a 

indem diese 5 ersten Theilbrüche ganz dieselben sind , wie man sie 
nach §. 4. findet. Dafs sie aber auch für alle folgende Theilbrüche, 
wenn die Reihe sowohl des Zählers als des Nenners vorschriftsmäfsig 
fortgesetzt wird, richtig ist, läfst sich folgendermafsen beweisen: 
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i 

Es erhellt schon aus dem Schema der ersten fünf Theilbrüche, 
dafs jeder Theilbruch, den ersten ausgenommen , sowohl in Rücksicht 
des Zählers, als des Nenners, aus z wey verschiedenen Theilen besteht, 
von denen der erste eine Summe von Producten ist, die alle den ge- 

n 

meinschaftlichen Factor b haben, der zweyte hingegen eine Summe 

n 

von Producten, die alle den gemeinschaftlichen Factor a haben, und 
es ist nach §. 4. von selbst klar, dafs dieses schlechterdings auch von 
allen folgenden Theilbrüchen gilt. Man drücke daher in jedem Theil- 
bruch jede dieser Summen von Producten durch einen Buchstaben aus, 

«-* n-2 n-2 na 

und setze, es sey der (n — c) u Theilbruch ab + y a:ß b + i a f der 

n 
n-x m-i ii-i n-i 

( n — . i)te Theilbruch gb + ijai^b+Oa, und das n f# Glied -; so ist 

b 
der n" Theilbruch 

«-1 n n-i h /!•} h n-l n 

tbb + iiab + aba + yaa _ 

- ($. 3 X 

n-\ n m-i n n-2 n n-2 n % ~ ** ' 

gb b + Oa b + ßba + i a a 

Wenn man also aus zwey vorhergehenden Theilbrüchen den fol- 
genden finden will; so darf man nur zu jedem Product des letzten 
(n — i)* c n Theilbruchs, sowohl im Zähler als Nenner desselben , den 

n 

Nenner b des folgenden Theilbruchs hinzusetzen, und in allen Pro- 

m-i m-i n-2 n 

ducten, wo der letzte Zähler a vorkommt, statt a das Product b a 

n-2 « 

setzen, in denjenigen aber, wo a vorkommt, blofs a hinzufügen« 
Also ist die Auflösung richtig. 

Zusatz 1 . Die Zahl der Producte , welche sowohl der Zähler 
als der Nenner des n ten Theilbruchs enthält, wird durch folgende Rei- 
hen gegeben : 

Ordnungszahlen der Theilbrüche; 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. 9$ ao etc. 

Zahl der Producte im Zähler: 1, 1, 2, 3, 5, Q f 13,21,34, 55 etc. 
Zahl der Producte im Nenner: 1, 2, 3, 5, 8>i3ifi 1 i34»55t89etc. f 

S 2 
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WQ jedes folgende Glied die Summe der beyden vorhergehenden i$t. 
Dieses ist von den erstell acht Theilbruchen unmittelbar klar, und eben 
so einleuchtend ist auch die Richtigkeit für alle folgende Theilbrüche. 

Zusatz ü* Kurzer ausgedruckt ist der n te Theilbruch 

ia) « i345 n i»45« n /121 x 3\ 5 « 7 n 
ab b.,*b + aa b b*..b + ab a bb.<* b + \a bb + aa) a bb . .< b 

f 1 * f f f 3f ,24 \ 6 ?? " /*23 45 134/ 1245 X2J5 X35N789 » 

+ \«0*P-|-aa0-|-afra/a££...£_J.V*££6£ + aabb + abab+abba+aaa) abb.„ b 

t • • • *t* • • • "f* • ♦ • •f" • • • etc» 



12 ä 234 n 134; M /'l* 2\ 4 5 « W/^123 23 X3"\5«7 » 

66,.6 + a££,.£ + £a0K.£4\i6 + aJa£K«6-|.V* b b+Q b+bajabb . . b 

CX234 234 134 12 4 2 4\ « 7 8 n /I2J4I 2345 M4I 

bbbb+abb+bab + bba + aa)abb..b+\bbbbb + abbb + babb 

X 2 4 5 «45 X 2 3 5 235 x 3 *"\ 7 ? ? ? 

•{.6 6 a& -|-aa b J^-b b b a-\-ab a-{*b aaja b b . .b 

•§■♦•• t • • • t • • • erc» 

Diese Reihe im Zähler und Nenner giebt , wie die obige 9 ( schon 
die sieben ersten Theilbrüche. Will man sie für den achten fortsetzen; 

so darf man nur zu allen Producten der letzten Parenthese b t und 

6 

zu allen Producten der vorletzten Parenthese a hinzusetzen f alle diese 
Producte in eine einzige Parenthese schliefsen , und diese durch 

a b b..b multipliciren. Auf diese Art ist das neue Product für den 
Zähler 



x 2 3 4 5 6 13 4 5« X245* **?*? »HC' 

abbbbb + aa b b b+ab abb+ab b ab + aaab 
12345 1 3 4 c 124« 



8 910 H 

abb ..* 



und für den Nenner 

I* 1 2 9 4 * c >MM ! M ? ? !****' 
bbbbbb+abbbb+babbb+bbabb 



»45« 12 3 5« 235« X356 

J^aabb + bbbab + abab + baab 



8 9 10 n 
ab b • .* 



1234« 234« 134« ?? 46 %t * 

y\-bb P b a-4-a bba + ba b a + bb aa+aaa^ 

Auf eine ähnliche Art laust sich die Reihe sowohl im Zahler 
als im Nenner für alle folgende Theilbrüche fortsetzen. 
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Zusatz 3 Wenn daher in einem KettenbrucK die Zahler aller 
Glieder 1 sind, mithin dieser 

i 

~ i 

? i 



' + 7 - 

b + ~T 



I U -f- • • • 

ist; so ist der n u Theilbruch folgender : 

23 n 45 * IM » f% 3 "\ G 7 n 

bb..b + b b..b + bbb..b+\bb + \)bb..b 

(234 4 A?8 « /"2 3 4 5 4 5 25 23 \l> » 

(2345« 456 25« 23« * 234 4 2\*IO M 
bbbbb + bbb + b bb+b bb+b + b bb + b+bjbb ..b 

■^ • • • "*^ • • • *!"••• etc« 



X23 * 34 * X45 » Z'* *• \56 « 

bbb..b + bb..b + b i b..b+\ < bb+ i)bb..b 

CI2S 3 X\«7 * /IIJ4 34 M II \*« * 

bbb + b + b) b b..b+{bbbb +bb + bb + b b+ \)bb..b 

(1*345 345 145 125 5 12 J 3 x\ fl 9 « 

(12 « 345« X 4 5 « 125« 5« 123« 9« I« M34 ?f 
b b..b+bbbb+bb bb + b b b b+b b+b b b t> + b b+ bb+b bbl + bb 

14 it \ • x-o u 

+ b b+ bb + ijbb ..b 

■|"«« # ■{*••• t • • • etc« 

Hier gelten jedesmal nur diejenigen Producte , in welchen die 
Ziffer über der ersten b nach der. Parenthese noch nicht um 2 gröfser 
ist, als die Ordnungszahl n des verlangten Theilbrochs. Die vorste- 
hende Reihe giebt also schon die acht ersten Theübräche. Will man 
sie für den neunten Theilbruch fortsetzen; so darf man nur jedes 

Product der letzten Parenthese durch b multiplicirt , mit den unver- 
änderten Producten der vorletzten Parenthese in eine einzige Paren* 



xo ti 



these einschliefsen , und diese durch b b ... b multipliciren. Auf 
diese Art ist das neue Product für den Zähler 
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(il t 4 » 6 7 >J(» * J « 7 (f * J 4 7 47 «7 2 9 a t * * 
**..* + U bb + bbbb+bbbb + bb+bbbb+bb+bb + bb l b + ib 

2 | 2 3 \10 Xf n 

und für den Nenner 

X 2 3 4 7 347 14 7 12 7 7 12 3 4* 341 x 4 f 12c c 

1 » 3 3 l\lo!l « 

+bbb + b+bjb b ..b • 

Und eben so kann man sie auch für alle folgende Theilbriiche 
fortsetzen. 

Zusatz 4. Wenn hingegen die Nenner aller Glieder i sind, mit- 
hin der KeLtenbruch 

1 

a * 
— a t 
«+~ a 4 

* + — a s 
H a 

ist; so ist der n u Theilbruch 

t 13 *4 fl * 3> \* f T * * f 4\ff f\ 13 14 tf X3J\7 

(Z 13 X 4 M n; I ff 136 I4C\8 
a^aa-f-a a-f-aa^.aaa-f.aa-|.aaa.|-aaay a + »» +•• + etC. 

»3/- 2\4 / * 3\ * /" 2 3 4*4x6 

t ^.a+a-J-^i +aja+ \i +a-J- a^a-J- ^ 1 + <* + a-f-a-f aaj a 

(2 3 4 »4 * »5 JA? 
I.f.a-|-<i-t-a-l-aa-{.a-|-aa-|- aaja 

(3 3 4 24*5 * S 35 ff 2 * 39 4 ff 2 4 <S\ 8 
1 -|.a-{-a-|-a ^.aa^ a 'f aa 4' aa 4 >a 4' aa i aa 'f aaa f aa V a 

•^ • • • "X" • • • "i" • « • erc 

Hier ist das letzte von den 'jedesmal geltenden Producten dasje- 
nige, in welchem die Ziffer über der a nach der Parenthese der Ord- 
nungszahl n des Theilbruchs gleich ist. Die vorstehende Formel giebt 
also schon die acht ersten Theilbrüche. Will man sie für den neunten 

fortsetzen: so darf man nur die Producte der letzten Parenthese mit 

7 
denen der vorletzten durch a multiplicirt in eine einzige Parenthese 
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t 

schliefsen , und diese durch a multipliciren. Also ist das neue Pro- 
duct für den Zähler 

(X 13 14 IS X 3 5 X 6 136 X 4 6 »7 137 »47 157 X 3 jT 7\9 
aJ^aa^aaJ^aa^aa a-f-ao-|-aa aJ^aaaJ^a a^aaaJ^xi.aaJ^aaa^a aaaja 

und für den Nenner 

2 3 4 2 4 5 »5 35 6 äff 36 46 24 6' 

l_|.a.f-a-|-a.{.a a«|_ a-f-«n-|- aa-f-a-J-a a-J-aa-J-a rt -|-a a a 

7 »7 37 47 247 5 7 257 357 

.|.a-}.aa«|.aa-|- a a-f-a a aJ^a aJ^a a a^a a a 

Und so kann man die Formel auch für alle folgende Theilbrüche 
fortsetzen. 



Zusatz 5. Wenn der erste Zähler a ss o ist; so ist der ganze 

3 
Kettenbruch = o. Ista^ao; so ist der Kettenbruch dem ersten 

3 
Theilbruch gleich. Ist a =s o ; so ist er dem zwey ten Theilbruch 

r 

gleich etc., und überhaupt wenn 0=0 ist; so ist er dem (r — i) ten Theil- 
bruch gleich (Z. 2.)» 

Zusatz 6. Wenn hingegen der erste Nenner b=:o ist; so sind 
im Nenner des n ten Theilbruchs die Producte , welche Null werden, 
der Ordnung nach folgende : 

*> 3, 4> 6> 8, 9, 1 1, 1 s, i4t *6» *7> *9i «> "> ö 4> ö 5, «7i 5 9> 3o, 3*i 33 etc. 

1 
der Zähler desselben aber bleibt, da in diesem gar nicht b vorkommt, 

unverändert. 

Ist b = o; so werden im ^Zähler des n ten Theilbruchs alle dieje- 

1 
nigen Producte Null , die für 6 = o im Nenner desselben Null wur- 
den , im Nenner desselben aber sind die Null werdenden Producte der 
Ordnung nach diese : 

1 , 4, 6, 9, 1a, 14, 17, *9t * ö > *5, *7t 3o, 33 etc. 

Ist bz=so; so werden im Zähler des n un Theilbruchs alle diejeni- 
gen Produkte Null, die für 6ss o im Nenner desselben Null wurden, 



im N*rf«rtdesiElbBA»al»^.sxiid die »Null werdenden Prodncte nacli der 
Qddiaingidie§69i> 1 f * 1 . 1 u j *^ ^-1 

idiobj fiK^^t^^^^^^^'^^W^f-Uff, 30, 31, 35, 36 etc. 

"i l^?fe?i i Ö< *W e " ^ tiÜnpc'AeB n^.Theilbruchs alle diejeiu- 
grfbPKödMMe^^^lji.Äe für &»o ip* Nenner desselben Null wurden 
im^K^D©«lBdfcer(öin4 ÄflMwJk'wardÄndtai Producta diese 1 

fftyJVflf^>x^Ä47*4»>*Ä^*6^^ ^Hy^S^i^fi, 35, 3 , 6,37 etc. 

, ,!. &w& *.,.m+ *?»*» 2}u5..jt, r ^6 + «^ '« > i* i-fi^Ä 3 «, 

yivmt&e&jtf ***"+ H^as«» f '4«'fc+ Hp£ =r *fl «. ; s. w. 

#»*'lö jbrr>;JoL . 1:.», -J *'\.~Mf u n*rAiptl lrjjit» in J 1 14.».'. 4 

?P J t '* «.— 4 * » *$& + *«<* sq/fc, *# I' + *& ass«2 u. s. w. ; 
so ist der n** TheÜbruch ' "^ . . ' 

15 * " f * 7 * (71 * ' 71; n 1910 «r 

*%hb.^ b + *» a b b .. & + »3J a 66,.t*?*a^^..^ +,fflafo ..i 
, +l%ah b..b + 6 %a b .&',.. jf + ..... . v * "^J a 

'«.,4,^ * 4r* « • •• .'f f if' •. .: ig ©(^»^^1 v#» •'-••>*• * 

+ %abb ..b + *%a b b .. b + 7% a b b .. b + + *' 3 «J a. 

,. i. » v 

An ro er jku.«iig 1- .1 

Diese letzte Formel gewährt duych ilwre^Cu^e nicht i^ifr eine sehr 
bequeme Übersicht der Producte, welche der allgemeine n" Theil- 
bruplf enthält, indem sie die AozaH. der einzelnen Producte, die, 
wenn n nur etwas beträchtlich wird, sehr stark anwächst, und sich 
2. B. beyöi ahnten Theflbyuch schon im Zähler -atrf 55, lind im Nen- 
ner auf 89 l?el§uft f im Zahler nur auf n — 3, und im Nenner auf 
n — & Hauptproducte redueirt, : sondern sie erleichtert auch die Be- 
rechnung eines Thdübribchs aufser der Reihe so sehr als möglich. So 
bequem indessen diese Methode seyn mag; so ist doch die Methode 
§. 4« , die Theilbrüohe nacheinander bis zum n un aufzusuchen , weit 
kurzer und angenehmer," wie sich «in jeder durch wirkliche Versucht 



1 
. ä 



» ... 
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leicht überzeugen kann. Der Zweck der Aufgabe, den n Un Theil- 
bruch aufser der Reihe zu finden , ist also gar nicht der , eine leich* 
tere Methode zu seiner Berechnung auszumitteln , denn hiezu bleibt 
die Methode §. 4. immer die bequemste. Überdem ist auch gerade in 
den wichtigsten Fällen , wo nämlich die Glieder eines Kettenbruchs in 
einer unendlichen Reihe fortgehen, durchaus nöthig, die Theilbrüche 
nicht aufser, sondern nach der Reihe aufzusuchen, um zusehen, wie 
schnell oder langsam dieselben sich dem wahren Werthe des ganzen 
Kettenbruchs nähern. Der eigentliche Zweck der gedachten Aufgabe 
geht vielmehr dahin, dem Geiste der Mathematik gemäfs, alle Theil- 
brüche unter eine einzige allgemeine Formel zu bringen, die in der 
Analysis vielleicht hie und da zur Auflösung schwieriger Probleme die- 
nen kann. Nun ist in allen Reihen, in welchen jedes folgende Glied 
durch die vorhergehenden gegeben wird , wenn man die Glieder nach 

'8 *a *a 

der Reihe durch — , — , — u. s. w. bezeichnet, für jedes n te Glied 

der kürzeste allgemeine Ausdruck — , und dieser Ausdruck bekommt 

für jede besondere Art von Reihe seinen bestimmten Werth, wenn 
man das Charakteristische angiebt, wodurch sich dieselbe von andern 

Arten von Reihen unterscheidet. So druckt z. B. — das n te Glied in 

der Reihe §. 19. Z. 1., welche die Zahl der einzelnen Producte im 
Nenner der nacheinander folgenden Theilbrüche angiebt, bestimmt 

aus, so bald man anzeigt, dafs hier — =1, — = ß, und nun jedes 

folgende Glied immer die Summe der beyden nächstvorhergehenden 

«eyn soll. Eben so giebt der Ausdruck — den Werth des ri en Theil- 

I I * 

bruchs bestimmt an , so bald man — = -, — = ■■■ , und nun 

lfö %■** bb + a 

— - ss — - etc, , und so überhaupt — ss ... ■ setze 

»J56+'8a * r ' l !bb+ r3 !ba 

T 



• 

Dieser Ausdruck zeigt nun zwar nicht, wie der rf Theilbruch 
aufser der Reihe zu berechnen ist, sondern er setzt voraus, dafs man 
alle vorhergehenden Theilbrüche nach der Reihe kennen mufs , wenn 
man den ri €n wissen will , und giebt zugleich die Methode bestimmt 
an , wie man jene finden könne« Aber wenn man blofs auf die Kürze 
des Ausdrucks sieht y fo ist derselbe offenbar der kürzeste unter allen 
möglichen. Herr Prof. Hindenburg hat, um auch diese Aufgabe zur 
Erweiterung^ seiner v vor trefflichen fop^inatorischen Analytik zu 
nutzen, dieselbe combina torisch behandelt, und daher im ersten und 
zweyten Hefte seines Archivs mehrere combinatorische Auflösungen 
derselben mitgetheilt, die theils von ihm selbst, theils von seinen 
berühmten Schülern , den Herren Rothe , Burkkardt und Töpfer er« 
funden worden. Unter diesen scheint die Burkhardtsche Auflösung 
mit, der meinigen der Sache nach obetoinzukowm^n , obgleich ich diese 
gefunden habe, ehe ich von jener noch das mindeste wußte, und 
zwar auf einem Wege, auf welchem ich auf die Combinationen der 
gegebenen Zähler und Nenner nicht die geringste Rücksicht nahm. 
Überhaup t mufs te ich hier von d er neuen Combina tionslehre gänzlich ab« 
strahiren, weil ich auch für Leser schrieb, diepiit derselben vielleicht 
noch nicht gehörig bekannt sind. Daher wählte ich auch nicht die Hin- 
denburgschen Bezeichnungen der Zähler und Kenner , sondern solche, 
die mir zu meiner Absicht die passendsten schienen, weil ich mich an 

dieselben ohnehin schon längst gewöhnt hatte. * 

••' . 

* Anmerkung- i. 

Da ich die Theorie der Kettenbrüclue in ihrer gröfsesten Allge- 
meinheit dargestellt habe; so wird sich nun aus derselben die Theorie 
de« eigentlich sogenannten stetigen Brüche im zweyten Abschnitte 
desto kürzer ableiten lassen , und eben diese Kürze Wird den Vortheil 
gewähren , die höchst merkwürdigen Eigenschaften derselben desto 
teiahtfer zu Abersehen. i 

* 
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.Erklärung j. 

• ■ * ■ ■ . * 

Ein Kett^ibruch f -ifai welchem der Zahlet eines Jeäen Gliedes i, [> nhd 
der Nenner ein« belkbige ganze Zahl* ist , heilst ein stetiger Btuih 
(Fractio continua) 

Z. B. - 1 oder — 1 u. $• vr. 

4 + 7 f • * 1 , 



»• • 



Zusatz 1. ; Also ist in Jedem , stetigen Bjruche der Zähler des k"* 
Theilbruchs die Summe aus dem Product des Nenner* im ri en Gliedo 
in den Zähler des (n — i) Mn Theilbruchs und dem Zahler des (n -— s) ten 
Theilbruchs, und sein Nennejr ist die Summe aus dem Product des 
Nenners im n Un Gliede in den Nenner des (n — l) 1 ** Theilbruchs, und 
dem Nenner des *(n — Jj) tC11 Theilbruchs ($. 3.)* 

Zusatz 2« Sind daher die Zähler und Nenner der Glieder alle po* 
sitiv ; so k^nn man, ,um die Theilbruche nach der Re£he zvj finden, . im 
Schema $. 4,, statt, der Glieder selbst,, der Kürze wegen, bJofs ihre Neu* 
ner hinsetzen. Eben dieses kann man auch thfln , ,wcaan die Zählet 
der Glieder, aufaer dem ersten, alle negativ sind , nur mufs man in 
diesem Falle vom Producte aus dem Nenner des n ten Gliedes in den 
Zähler des (n — i) ten Theilbruchs den Zähler des (n — a)*", und vom 
Producte aus dem Nenner des n tcn Gliedes in den Nenner des(n — i) te * 
Theilbruchs den Nenner des (n — o) teo subtraliireiu 

T* 
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Z. B. In denbeyden angeführten stetigen Brachen kann man 
kurz also verfahren; 



Nenaet I Treubruche, 
der Glieder. I 



O 

4 
6 

8 



o;i. 
i:a 

4^9 '•- 
204:457 



Nenner 
der Glieder. 



Theilbrüche. 






0:1 


1 


i:i 


3 


• 


6 


H-*9 


7 


95:61 



♦51 
3 $ 



Zusatz • 5. Setzt man *JJ es 6 e + 1 , 9 8 rsMH^+fc, J 5J=*ä &+% 
5?« i + s Jf, '31 = 4J1 & + 3^ u . s. w., und eben so f » = b b + i, 

so ist für jeden stetigen Bruch der n" Theilbruch , aufser der Reihe 
bestimmt ($. 19. Z. 7.), dieser: . 

J6 n 67 n 78 » -8? n 010 n 1011 n 

45" f* * 67 * . 7 8» 1} « oto » 

•$bb..b+ 1 %bb..b+ i %bb ..b + mbb..b+4%oo>.b + i%bb..b 

IO 11 n 

+*%bb..b+ + "»35. 

Zusatz A. Wenn man in zwey nächsten Theilbruchen - f 4 

j3' 3 
eines stetigen Bruch« den Zähler eines jeden durch den Nenner des an- 
dern multiplicirt; so ist die Differenz der beiden Producte allemal 
aci, nämlich entweder «8 — 7 /3=i, oder 7/3 — «5= 1 (§. 5, Z. 1.). 

Zusatz 5. Die Differenz zweyer nächsten Theilbrüche -, i ist 

I 

in jedem stetigen Bruche der Bruch -r-r 9 welcher x zum Zähler, und 

ß 

das Product ihrer beyden Nenner zum Nenner hat (§. 5. Z» s.). 

1 v Zusatz 6. Wenn daher in einem stetigen Bruche die Nenner der 
Theilbrüche immer gröfser werden i so wird das Zu* oder Abnehmen 



der Tlieilbruche selbst immer geringer (Z.5.). Also irWUsen in diesem 
Falle die Theilbrü che sich bald dem Werthe des ganzenstetrgen Bruch*, 
der dem letzten Theilbruche gleich ist, sehr merklich nähern. 

Zusatz 7. In einem stetigen Bruche ist für den' Zählci-iind Nen- 
ner eines jeden Theilbruchs ihr gröfsester gemeinschaftlicher Theiler 
allemal 1 (§. 5- ?• 3*)- - ■ , ' 

Zusatz 8. Also ist jeder Th^ilbruch eines {tetioen Bruchs schon 
durch die kleinsten Zahlen ausgedrückt, und Sfein Zahier und Nenner 
sind daher Primzahlen unter sich (Z. 7.). 

Zusatz 9. Jeder Bruch, det grofser ist, als der kleinere von 
zwey nächsten Theilbruche^ qines stetigen Bruchs, aber kleiner, als 
der gröfsere von ihnen , besteht aus gröfsern Zahlen , als ieder von 
diesen (§.6.)-' •....-■'■.-. . - - h — .:• 

Zusatz 10. Al6Ö ist zwischen zwey nächsten Theübnielfen 
eines stetigen Bruche kein Bruoh aus kleinem Zahlen möglich, der von 
einem Z wischen werthe , d. i. grofser, als der kleinere, aber kleiner, 
als der gröfsera von ihnen wäre (Zus. 9.). *) 

—————■—■■ " ■ 1 1 w *i ^ m n i < >' 1 a ■ um n m ii i m i m n ■■ |l \ 9fiW 

' *) Diese merkwürdige Eigenschaft aller stetigen Bruche ist der Grund, 
warum sie diesen Namen mit Recht verdienen. Denn an sich ist zwar 
jede Zahl eine unstetige Gröfse, weil ihre Theile gar nicht erat ah, zusam- 
menhängend betrachtet werden dürfen, um sich von ihr eine Vorstellung 
zu macbert. I* dessen Jä&t #«ch doch dÜus Folge gewisser EaWe» i auf ,ein*u- 
der als. stetig. denken*. in toSem zwischen zwey nächsten von ihnen .keine 
Lücke , d. i. keine Zahl von einem Zwischenwerthe statt findet. In dieser 
Rücksicht ist die natürliche Folge der ganzen Zahlen 1, 2, 3, 4> 5 e *°. 
stetig, in sofern nämlich zwischen zwey nächsten von ihnen keine andere 
ganze Zahl von einem Zwischenwerthe möglich ist, mithin ihre Folge un- 
unterbrochen fortgeht. Ordnet man daher die Folge der Brüche so, da£s 
entweder Zähler und Nenner zugleich , oder wenigstens die Nenner be- 
ständig wachsen sollen; so ist in eoen der Rücksicht ihre Folge als stetig 
zu betrachten , in sofern es zwischen zwey nächsten Brüchen von der Art 
nie einen Bruch von einem Zwischenwerthe aus kiemern Zahlen eiebt. 
Von dieser Art ist, wie von selbst erhellt, die Folge der Stammbrüche £, 
t> i» 7 etc. und überhaupt aller derjenigen , deren Zähler und Nenner in 
der Ordnung der ganzen Zahlen auf einander folgen, 0. B. i f, f> f etc. 
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£taatn*iu:? Wenn in eklem stetigen Brnchnüte Zfihfer und Nen~ 

. .1) Jeder gttmde Theübrtoch kleiner, jeder ungerade hingegen grö* 

fser, als der nächstvorhergehende und nachstf olgende ($. 7. Z. i.) # 

ö) Diö ftngeraden Theilbrüche werden immer kleiner, die geraden 

hingegen immer gröfser ($. 8- Z. 1.). 
9). ItailetsteTheübrnch, welcher den Werth des ganzen stetigen 
ßruchs giebt^ ist kleiner,. al§ jeder vorhergehende ungerade, 
'"'" abehr grSket , tfls jeder vorhergehende gerade ($. g. Z.'a.). 

4) D5e Differenz zwischen dem letzten Theilbruch und jedem an- 

dem ~ ist allemal kleiner, als der Stanunbruch -ry, dessen Neu- 

* .. . • * * » 

' rier das Product aus dem Nenner 3 des Bruchs ~ , 'in den Nenner 

et 
/3 des nächstvorhergehenden — ist ($. 9. Z.) 

ß 

5) Wenn der Nenner des zweyten Gliedes gröfser al$ 1 ist; so Wer« 

' den die Zähler und Nenner der Theflbriiche immer gröfser. 
. ß) Die Nenner der Theilbrnche aber, werden . in jedem Falle über- 
haupt immer gröfser (§. so. Z. a.). 
7) Alao kommen die Theübruche dem Wefthe des letztem immer 
naher (No. 4,). 

Zusatz is. Wenn hingegen die Zähler der Glieder , aufser dem 
ejrstep, alle negativ sind; so nehmen £r4tfif/*,..w$pn,,aufser dem ersten 
Nenner, der *uch 1 seyn kann, alle übrigen Nenner gröfser als 1 sind. 



Von Brüchen hingegen, deren Zahler und Nenner nicht stetig wachsen, 
würde es «W«r seyn, eine solche stetige Felge aneugeben. Allein diesen 
wichtigen Vortheil verschaffen uns eben die stetigen Brüche, indem* ihre 
Theilbruch^ aüe von der Art sind, dafs twiaehea jeden *wey nächstes von 
ihnta kein Bruch, von einem Zwi s chen wenfae möglich ist, der aus kleinem. 
Zahlen bestünde, und daher eine Reihe von Brüchen mit beständig wach- 
senden Zählern und Nennern darstellen, deren Werthe so nahe aneinander 
grenzen, data sich Jnia Bruch von einem JfojUdirawttthe. »wischest sie. 
einschieben laf st» 
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die Theübruche immer 211, und der letate 16t akö' grdfter ,< &1$. jeder 
Vorhergehende ($. is. Z.), wenn; zweytens der erstef Kenner wenig* 
stens 2 , alle übrige* aber gröfser als sibd , so ist die Difiereufc zwi- 

sehen jedem n"* Theilbruch «- und dem letzten allemal kieinepr 9 als 

r 
1 

der Stammbruch rt~r-~£~, dessen Nenner daa Ffodiict aus dettt Nen- 

ner $ des n ten Theilbruch* in die Differenz zwischeu am und dem 
Nenner ß des (n — x)*** ist ($. 13), ferner ist alsdenn in jeftem Theil- 
bruche der Zähler kleiner, als der Nenner, und die Nenner derTheil- 
brüche nehmen stärker zu * als ihre Zähler , und wefcn 'drittens aufser 
dem ersten Nenner , welcher auch 1 seyn kenn , alle übrigen Nenner 
gröfser als ß sind ; . so nehmen die Zähler und Nenner der Treubrüche 
immer zu (§. tq« Z.)» 

Lehrsatz 24, 
$. si # Wenn in einem stetigen Bruche die Zähle* und Nenner 

aller Glieder positiv sind; so ist jeder Theilbruch desselben 4- 8 <> be- 

schaffen * dafs kein Bruch aus kleinern Zahlen möglich ist, der dem 
Werthe des ganzen stetigen Bruchs eben so nahe, oder noch näher 
käme, als er. 

Beweis. Denn da jeder Theilbruch schon durch die kleinsten 
Zahlen ausgedrückt ist ($. 20. Z. 8-)J °° & e bt es erstlich keinen Bruch 
aus kleinern Zahlen , der ihm gleich wäre , und daher dem Werthe 
des ganzen stetigen Bruchs eben so nahe käme, als er. Nun ist fer- 

von zwey nächsten Theübnkfce* >y, 5 allemal der eine ein unge- 

rader, und der andere ein gerader,, mithin der eine gröfser und der 
andere kleiner, als der ganze stetige Bruch ($. co* Z. 11. No. 3.). 
Soll also ein Bruch möglich seyn, der dem' Werthe des letztern näher 

kommt, als der Theilbmch -~, so mufs sein Werth zwischen die 





ner 






*n\> I _ 1 <i * . j n •'» 



au« 



.fÄJl y/ .i 1 ^^ £a%, ,/Alkiix bey >inepi Bruche, der a 

MÄÄ^Z^fe^tJeRt', ils : leinet' votf die&A; Ist diese* tttraidglich 
ihW'l& x ^ jA^s|p,ist ^l^^ v »^^f?2^r]f^in /Bcuck aus ^cleinern Zahr 

len möglich, der dem Werthe des ganzen stetigen Bruchs näher käme, 

als der Thedhruch -r- . 

Zusatz %. Eben dieser Satz gilt auch für jeden stetigen Bruch, 
dessen Tti^k^^^ipvoc^B Timidmi^n r \vi)äixn zugleich die Zähler 
und Nenner» deradbeniinones gröfser» wenden. .-. ^ 

Dftti*la jed^ TfeeiJba^w^ soliAa durcfc die kleinsten Zahlen aus- 
gedruckt ist (§. so. Z. 80* so kann erstlich kein Bruch aus kleinern 
Zahlen donfCVKerthe cbesganaeaifc tätigem Bruchs gfeish »nahe kommen. 
Nun nehmen ferner die Theübfucfaef immeB.zu-^pt hyp,)» folglich ist 
der letzte der gröfseste von allen« ■ Soll also «in Bruch aus kleinem 

Zahlen als der Theilbruch 4- dem Werthe des letztern näher kommen, 

als ~, so mufs sein Werth zwischen -~ und zwischen dem Werth des 

letzten Theilbruchs fallen. Nun aber kann er keinen von den nach 

X folgenden Theilbröchen selbst gleich seyn, weil jeder von. diesen 

schon durch die kleinsten Zahlen ausgedruckt ist, mithin mufs sein 
Werth zwischen die Werthe irgend zweyer. nächsten von diesen Theil- 
bruchen fallen. Nun aber kann derselbe niohtr zwischen den Theil- 

brach y und den nächstfolgenden — fallen (§. 20. Z. 10.) » eben so 

ig aber aijLch zwischen rz imd den nächstfolgenden -- ,. denn sonst 

müfste er aus gröfsern Zahlen bestehen , als der Theilbruch -($.20.Z.9), 
folglich auch , da die Zähler und Nenner der Theilbrüche immer 
gröfser werden^ (p. hyp.)* «» sö mehr aus gröfsern Zahlen, als -j. 



» i 
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Da nun dieser Grund auch von jedem Paar der folgende zwey nach« 
sten Ttoeilbrüche gilt; so kann der Werth des gedachten Bruchs zwi- 
schen keia »ächsftef paax; y on allen d^ Thfilbrwchen fallen $ die sayi-i 

sehen dem Theilbrüche y und dem letzten befindlich sind: .Also ist 

auch kein Bruch aus kleinern Zahlen möglich, dqr dem Wer (he des 

ganzen stetigen Bruchs näher käme , als der Theüttruch «£■ • 

Zusatz ß. Also gilt dieser Satz* auch für jedefr süfeäge* Bruch/ 
in welchem die Zähler der Glieder, auCser dem ersten, alle negativ, 
und die Nenner, «tafster dem ersten, deraücfaiseynkann<, allegröfser, 
als 2 sind. ^ .,..•!•! , 

Denn liier nehmea die Theilbrüche immer am (§. ao/Z. a s. No* ».)y 
und ihre Zähler und Nenner werden gleichfalls immer grölser ($.do. 
Z. 12. No. 3*). Also ist der Satz richtig (Z. i.). ' 

Aufgabe 5. 

A B 

$. *s. Einen orden tlicheq ächten Bruch — , oder unächteti — , 

in welchem -^ ein aliquanter T&eil voh JB ist, in einen stetigen Bruch 
in verwandeln. 



\ * 



A 

Auflösung. Man verwandele den ächten Bruch — in einen Ket- 

J9 



tenbruch (§. 18-) $ so, daft - 



# \ 



:ii ' . // 



wird; so ist, da die Nenner C, D 9 E, Fete, lauter ganze Zahlen sind, 
derselbe ein steligör Bruch (§. 20.) , und cbeh iin solcher ist also auch 
der un ächte KetLenbruch '' 

£ 4.— 
' ! ^F+ ,..($. x0-fi 

ü 



$. 03. Von zuvrey Zahlen a 9 b 9 die Primzahlen unter -sich sind, 
WÜ:Y0&de*{to abbist, %rtey tä*Wmhetä finden f die vt>n einander 
11m 1 unterschieden- sind. 

gm 

V > r ''y--Au]tosüng. Man verwandele den "Bruch '--* in einen stetigen 

»«fch^/'i^y, Wehte fllesdne TheÜferBcKij '($* *ib.; Z* L) 9 und mul- 
fi^K&e ^ u düh;K>ddnNimiier; ^tierfi'dnrc&'din 2ahler des vorletzten 

Ttfeflbrqchs 1 — ■*; so sind die Prodncte na 9 mb die verlangten Vielfa» 

chen von a, x b f und na ist gröfser, oder kleiner als mb, nachdem der 
letzte ThpilÖruch ein ungerader , odgr ei^gpjrad^ifist. . 

a 
, ßeweis. Denn da der letzte h TJifüh^cU sxcj (&?•>!&! *tX und 

— schon durch die kleinsten Zahlen ausgedrückt ist (p. hyp.) : so ist 



•' a 



der 4 listete Xheilbruch der Bruch 7» > selbst. > « JM nun der vorletzte der 

b \ 

m ■: : \ ."1 * - 

Bruch — ist (p. hyp.); so ist die Differenz der Froducte nafrnb=s\ 
n 

($. ao. Z/4-). ist nun ferner der letztet Theilbrach ein ungerader; 

(X vi 

so ist t>— ($• fl o- Z. 11. No. 3.), folglich na>mb* t Ist hingegen 

« ^ . b n - •• . .iji ■ • » f i «i''-"j * - • 

der letzte Theilbruch ein gerader; so ist -< — f also nc<mi. 
Z. B. Die Zahlen 421, 57a sind Primzahlen unter sich, und 

3 H — f 1 * 

4 + — I 



folglich sind die sechs Theübtäohe $ , }, -f§, ^ty, *|f Nun ist 
4&i. 157 = 66097, und 63.970=3x66096, also dieDifferenfc der bey- 



U6 • 
Auf gab fe' $u 
$, 24* Für einen gegebenen achtem Bruch '^^<>oto'tarfbdfc& 

— , in welchem ^ «?* aliquanter Theil von J3 flt , alle <}iq$nigen 

Brüche zu finden, () die semeip. .^^pp! nftty?? ???PW^P #1 JW* 
von denen/zugl^^a^r sp-b^h^e^t^ 

^ JB 

*us kleinem Zahlen giebt, der dein Wef tbe von — t päfcn ;^y , ; j*be» 

so nahe, oder npch näher käme. . ^ ., ^ ^ ; . ..,-/ 

Auflösung. 1 Man verwandfeie din ächten Bruch —'in einen 

Itetigei* B^ucR f# sf.^y tind Suäife'aHfe seine TheiltrÄche ($. 2 o/Z. s.)j 

A 
so sind dies^die verlangten Brüche für den ächten Bruch — ($• jcl 

«B ' ' *\ 

Z. n. No. 7. und §. 21,), und eben diese Theilbrüche umgekehrt ge- 
nommen i$Uid .die yerbtifgtefe Brache für den umgekehrten itag&hfö* 

B 

Bruch — (§. 16. Z. 2.). 

A ^ 1 1 

1 «iZ « • \ , T - , * » ; . * 

Z. B. Für f|J sind die verlangten Brüche 1, ^, |£, -^fly, und> 
für J|f, .sind es diese : f, -J, *f, *^, nur mit dem Unterschiede, 

dafs von den Theilbrücheh für den ächten Bruch — jeder ungerade 

B 

grofser, und jeder gerade kleiner, als — ($. ao. Z. n. No. 3.), für 

•B 

den unächten — hingegen jeder ungerade klein«?, jeder gerade aber 

grofser, als— ist % 

Zusatx 1 . Will man daher die Brüche von der gedachten Art 
für einen PecittKÜfaruch von einer bestimmten Anzahl Decimalziffern f 
so nehme man denselben als eine ganze Zahl betrachtet, zum Zähler 

U » 
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eines ordentlichen Bruchs <m»i dessen, Nenner eine Eins mit soviel 
Nullen ist K als der Dezimalbruch Qeqmfdziffern enthält, und ver- 
fal^p jals(j t enn, aur die eben angezeigte Art. . 



«i,i 



Zusatz,. \$±, Verlangt man aber die Brüche von. der gedachten Art 
für einen Decimalbruch von einer unbestimmten, Menge. Dedmalzif- 
*" fPtfi 3Pt ftf h 1 ? 1 ® . man ilin bis zu einer beliebigen bestimmten Anzahl 
ircimalziffem , jind suche für ihn, w;ieZus. l.die Brüche von der 
verlangten Art, ,. . 

IsMiun der gegebene unbestimmte Decimalbruch ein ächter y so 
ist von <fen ächten Theilbrüchen jedier ungerade gröfser, als der ange- 
nommene bestimmte Decimalbruch (§. qo. Z* xi. No. 5.), also um so 
mehr gröfsej", als der gegebene unbestimmte, jeder gerade Theilbruch 
tingegenist kleiner, als der angenommene bestimmte (§. so.Z. i i.No.g.) f 
ob er aber auch noch kleiner sey , als der, gegebene unbestimmte, 
bleibt noch unentschieden, und kann nur dadurch ausgemittelt wer- 
den, dafs man ihn in einen Decimalbruch verwandelt, und ihn mit 
dem gegebenen vergleicht. Findet sich nun, dafs er auch kleiner ist,, 
als der gegebene unbestimmte; so ist kein Bruch möglich, der dem 
Werthe des letztern näher käme, als der nächstfolgende ungerade, und 
äjibey aus kleinem Zahlen bestünde, a)s dieser. Denn eip solcher 
Bruch müfste kleiner seyn , als dieser ungerade Theilbruch , und grö- 
fser als der nächstvorhergehende gerade, also könnte er nicht aus klei- 
nem Zahlen bestehen, als einer von ihnen (§. 20. Z. 10.). 

Ist hingegen der gegebene unbestimmte Decimalhruch ein urc- 
ächter.i po ist von den umgekehrten vmächtei* Theilbrüchen jeder un* 
gerade kleiner, als der angenommene bestimmte Decimalbruch (§. 20. 
Z, ii. &o. $.) % also um so mehr kleiner, als der gegebene unächte 
unbestimmte, jeder gerade hingegen gröfser, als der bestimmte (§. t o. 
Z. 11. No. 3.), ob er audi noch gröfser, als der gegebene unbe- 
stimmte, odör schon kleiner, als dieser sey, bleibt unentschieden, 
und mufs gleichfalls erst durch die Verwandelung desselben in einen 
Decimalbruch ausgemittelt werden. Findet sich nun, dafs er wirk«* 
lieh auch gröfser ist, als der gegebene unbestimmte Decimalbruch; 
aoistebfen so, wie vorhin, klar, dafs kein Bruch möglich ist, der 
dem Werthe desselben näher käme, als der nächstfolgende ungerade, 
und dahey aus kleinem Zahlen bestünde f als dieser. 
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Wenn Tiiari daher wisseh will, aus was für spors^^^ 
jenige Bruch am wenigsten bestehen müfste, der eihein 'gegäbferira 
Decimalbruche von einer unbestimmten Mfenge Decimalziffern Völlig 
gleich wäfö; so ist hiebey folgendes zu merken: ' T --■''» :-•* 

1) Man erreicht diesen Zweck desto vollkommener, je mehrerer 
DecimaliiÖern "ifikn für dfen bestimmten Bruch ^nmüiiiit^^en 
man in einen stetigen Bruch verwandeln will. " " * ,' 

») Bey dieser VferWandelung darf man nur einige wenige Quotien- 
ten mehr, als die Zctfil der angenommenen Decimalziffern be- 
trägt, zu Gliedern des stetigen Bruchs nehmen, weil sichlfeicht 
übersehen läfst, dafs die übrigen ganz unnütz und unbrauchbar 
seyn wurden, indetn die Theilbrüche, die sie geben, sich zwar 
dem Werthe des bestimmten Decimalbruchs immer mehr Aähern^ 
und ihn endlich völlig erreichen , vom wahren Werthe des gege- 
benen unbestimmten hingegen sich immer mehr entfernen 
würden. 

3. So lange die Ordnungszahl eines geraden Theilbruchs noch um 
3 kleiner ist; als die Zähl der angenommenen Decimalziffern^ 
kann man ziemlich sicher seyn , dafs er , sammt allen vorherge- 
henden geraden Treubrüchen , als ein ächter, noch kleiner, ais- 
ein unächter aber noch giöfser sey, als der gegebene unbe- 
stimmte ächte, oder unächtp. Man darf also den Versuch, diesen 
Umstand erst durch die Verwandelung eines geraden Theilbruchs 
in einerr Decimalbrüch aüszümitteln , nicht eher als mit demje- 
nigen geraden Theilbruch machen, dessen Ordnungszahl um 2 Qde* 
3 kleiner ist,, als die Anzahl der angenommenen Decimalziffern. 

Um dieses alles f durch ein Beyspiet zu. erläutern, wollen wir un- 
tersuchen, aus wie vielen Ziffern der Zähler und Nenner desjenigen 
Bruchs zum wenigsten bestehen mufste , der der sogenannten ZJahl tc 
v öl% gleich wäre, d. i. derjenigen Zahl, die das Verhältnis def 
Kreislinie zu ihrepi Durchmesser angiebt. Diese Zahl ist. ein. uxw 
ächter Decimalbrüch von einer unbestimmten Menge Decimalziffern, 
von welchen man bereits 200 genau kennt, nämlich folgender : 

«=3,141 59 26533 89 7 93*5846 *643 £8 3 *795 oc 884*9 7** 



t 
■ 



I5ß 



DqcimalzifR 



ihn in, einen ordentlichen Bruch , • ß0 bekommt 

} ■ ' •' 100000......00 

man, wenn man mit diesem so verfährt, als ob man den gröfsesten 
gemeinschaftlichen Theiler des Zählers und Nenners suchte, folgend« 
Quotienten:, 3, . 7> \5, h 29** *>, .*> "*i V 1 ' 3, 1, 14» s, 1, 1, fl# 
V 2 > ß « *iMf ** *> *> *5f 3» 13/1, 4, X 4/ !5t. x, u. s, w. 

Setzt iriän also diese Quotienten nach der Reihe unter einander, 
so lassen sich aus ihnen als Nennern der Stammbriiche eines stetigen 
Bruchs nach §.'co. Z. 2. alle Theilbrüche auf folgende Art, ohne 
gröfse Mftlie finden ; 



*i 
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Aechte irhellbrüob«. 
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V 






3 

7 

15 

1 

392 

1 

. 1 

1 

i' 
1 

3 
I 

14 

2 

1 

1 
1 

■ 

2 

2 
1 

84 

2 

t 

. 1 

13 
I 

4 
1 

4 



t 

4 

6 

S67 

1142 

»709 

. » *85i 

4 4 4 8 * 

ig 1649 1 

1951799 

9627687 

1 1 580486 

55949635 



1 

7 
106 

113 

93102 

33215 
66 317 

995 3.2 
«65$Sr 
364913 

1 3601 20 

"725053 

«5510582 

52746197 

78256779 

1 3 100197,6 

$ 4026273 l 
8 1 152843 g' 
963319607 
738167652 

701487259 
663097408 

027682075 
690779483 
7J846.1558 
467702^3 
1* I5 70I 17 
0481 M374 
1 6968449 1 
726852338'; 

89$S36g*9 

3 1 2999654 

• . . * ■- 



333 

355 

IQ399I • 
104348 

2.o8.'3 4>*-'» '?.:■.; . . 

4272943 
5419351 

8oi438*f 

165707065 
245850922 

4*1*5 798? ' 
10^5166896 ,, 

254949^779 
6167950454 
148.853926.87 
2 1053343 Mi 
1783 3662 1 6531 
3587785776203 

5371 I5I992734 

8958937^68937 
139755218526789 

428224^91349304 
570.6674932067741 

6134899525417045 
30246273033735921 
36*8 1 172559152966 
17577096327034778^ 
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Alle diese Theilbrüche ,' deri letzten 32* m flusgenömnien',n1therft 
sich, wenn man sie umkehrt» und in «nachte Brüche verwandelt, 
nach der Reihe dem wahren Werthe;der Zahl ir als des gegebenen 
Decimalbruchs immer mehr , und es ist t " ** * ' "' 

nern Zäliler und Nenner möglich , der di 
käme. Wenn man den 3o" en von ihnen u 
lieh: 5024*.'..'. r 9637. .... in einen 
so rindet man , dafs er die Zahl it bis auf < 

Zahl, d. i. bis auf die32*'*DecimalzifFer o genau angiebt, ftatf der 
33" 01 2 aber schon 7 giebt, mithin noch gröfser., als die .gegebene 
Zahl v ist. Sollte also ein Bruch möglich seyn , der die Zahl <n ge-, 
nau, oder auch nur genauer angäbe, als der vorletzte $i" e Theilbruch. 

36301172559152966 

— .,,- ,. t,, ,,-. somüfsteiein-Zahler und Nenner 'Schon 

*i58<H8&fr»&*9*8*9- 

gröfser seyn, als der Zähler und Nenner in diesem. 

Der letzte 33"' Thfeilbruch Wird schon kleiner, als die Zahl «, 
also ist dieser, nebst den folgenden-, hier schon unbrauchbar, indem 
sie sich zwar dem Werthe des angenommenen Dedmalbrufchs immer 
mehr nähern, aber vom'Werth der Zahl w immer mehr entfernen. 

Lambert hat bereits in seinen Beiträgen zum Gebrauch der Ma- 
thematik, ztaeyter Theil , erster JbschMtt, 1770. S. 156.157. Die 
Ludolpfischc Zahl von 32-Decxmalzrffern in einen stetigen Bruch ver- 
wandelt, aber densplb.cn nur bis aoif 27 Theilbrüche berechnet. Die 
05 ersten sind gana richtig,' und stimmen mit den meinigen völlig 
überein. Die beyden letzten aber sind unrichtig , weil der a6 w> 
Quotient = 37 angenommen worden, da doch derselbe nur -=s 15 ist 

Hieraus erhellt also die traurige Täuschung der sogenannten 
Cirkelquadrirer, die aus gänzlicher tfrütunde der Sache in dem Wahn 
standen, und zum Tiicil noch immer ■stehen, als ob 'sie sieh um die 
praktische Geometrie unendlich verdient machen wurden,' wenn es 
ihnen gelänge, das Verhältnifs der Kreislinie zum Durchmesser durch 
einen bestimmten Bruch ganz genau anzugeben. Denn gesetzt, ein 



solcher Bruch wäre in der That möglich ; so müfste gleichwohl 
offenbar sein Zähler und Nenner aus einer so grofsjen Menge Zif- 
fern bestehen, dafs wohl niemanden je die Lust ankommen würde, 
denselben zur Berechnung der Peripherie des Kreises zu gebrauchen« 
da schon der Ludolphsclie Decimalbruch hiezu weit bequemer ist; 
und eine geringe Anzahl Decimalziffern die Kreislinien so genau an«» 
giebt , als man es in praxi irgend nöthig hat. Für die Theorie würde 
es indessen allerdings angenehm seyn, wenn es für die Zahl nc einen 
solchen genauen bestimmten Bruch gäbe. Allein da derselbe 9 wie 
gezeigt, aus so ungemein grofsen Zahlen bestehen müfste, wofern 
er in der That möglich wäre; so ist klar, dafs es keinen andern Kö- 
pfen, als solchen, die in der Mathematik höchst unwissend sind, 
einfallen kann, diesen Bruch aufzusuchen. Das traurigste aber ist, 
dafs diese ihre Zeit und Kräfte auf eine Sache verwenden, die sogar 
an sich unmöglich ist. Denn das Verhältnifs der Kreislinie zu ihrem 
Durchmesser ist wirklich irrational, und eine Zahl, die dasselbe ge- 
nau ausdrückte, ist also eben so widersprechend, als eine solche, 
die das Verhältnifs der Diagonallinie zur Seite des Quadrats angäbe. 
Indessen war es unangenehm, dafs es diesem Satze noch immer an 
einem bündigen Beweise fehlte, und daher seine Richtigkeit im 
Grunde noch immer ungewifs blieb. Denn den Sturmschen Beweis 
erkannte man schon bald für unzureichend , und obgleich der Lam- 
bertsclie die Sache aufser allen Zweifel zu setzen schien ; so ist der- 
selbe doch eben so wenig zureichend, und die Behauptung der Irra- 
tionalität der Kreislinie hat sich daher bis jetzt noch durch keinen 
gründlichen Beweis rechtfertigen können. Nunmehr aber ist ihre 
Richtigkeit völlig entschieden , indem die allgemeinere Bearbeitung 
der Xiehre von den Kettenbrüchen mich in den Stand gesetzt, durch 
die nöthige Ergänzung des Lambertschen Verfahrens , diesen äufserst 
schwierigen Beweis mit aller möglichen Strenge zu liefern 9 wie die 
folgende Abhandlung zeigen wird. 
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Verhältnis der Kreislinie zu ihrem Durchmesse 



1 1 
. , . »v ^ ,i irrational ist. 
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Lehrsatz 1. 

§. i. 

Wenn der Halbmesser des Kreises = 1 ist; so ist 

i 

tang. v = — i 

3:v j 

sxv i 

7:« i 

9 : v — 

it : u — ;. , 

sin. v 

Beweis. Denn tang. v = . Nun ist 

cos. v 

sin.v=i>— 1 t-+ h — ... 

2.3 2.3.4-5 2.3.4.5.6*7 2.3... .8.9 a.3 io.il 

cos.vs=i — — I ,+ — + — ... 

2 2.3-4 2.3.4*5-6 a. 3. 4. .7. 8 2*3 9* 10 

Man verwandele also tang. v in einen Kettenbruch , nämlich man 
dividire cos. v durch sin. v , verfahre dabey völlig so f als wenn man 
den gröfsesten gemeinschaftlichen Theiler von sin. v und cos. v suchte, 
und bemerke nach der Reihe die Quotienten, wie folgt: 

cos.i?=:i — 1 + ■ 1 ... 

2 2.3*4 2,34.5.6 . 2.3 ...7. 8 2.3 9.10 



&in.w=zv 1- --H h — ... 

2.3 2.3.4*5 2.3.4.5.6.7 2.3... 8.9 2.3 10.11 

i tÄr Rests h + H ,. 

3 2.35 2.3.4.5.7 2.3 ... 79 2.3..... 9. 11 5 

,~« V 3 II* V 7 V 9 * 

* ler Rest=s— — + + + ... 

3.5 2.3.5*7 2,3.4.5.7.9 2.3.4.5.6.7.9.1 * 

X % 
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V 9 " V* V 7 V 9 

i tw Rest=: + ^ + +... 

3.5 2.3.5-7 *. 5. 45. 7-9 ».1.4.5.6.7.9.11 . 



3 ter Rest=+ + + 

35.7 2.35.7.9 2.3.4.5.7 9- 11 2.3 4 5. 6.7.9. 1". «3 ö 

r * v 7 v 9 v 11 t V 

4 ter Rest=H- : 4 ■' ■■ H — •- 

3.5.79 23.5.7.9. 11 *• 3- 4.5. 7. 9-" ".'3 2. 3*4.5.6.7.9.11. 13. «5 11 



v 6 v s v to 

5 twr Rest=: + +-.... 

35-7 9 » » 8.3.5-7-9* 11 - 1 * 2.3.457 9 1 «.'3.I5 

etc. etc. 
Da nun die gefundenen Quotienten — , , — , , — , 

V V V V V V 

etc. sind, und von selbst klar ist, dafs die Division sich ohne Ende 
fortsetzen läfst, und die folgenden Quotienten — , , — , f 

V V V V 

4 

— , etc. seyn müssen , so dafs die Zeichen + und — vor ihnen 

v v 

beständig abwechseln, und die Zähler nach der Ordnung der un- 
geraden Zahlen fortgehen ; so ist 



taug, v 



(i;») + 






— &»)+ 



also tang. v ss t 

c 1 : v 1 

3 : * i 

S'.v 1 

7 ♦ v — — 1 

9 :v (IV. §.14. Z.). 

11:»— ... 

Zusatz 1. Also enthalt nach IV. §. 4. der Kettenbruch für 
lang, v folgende Theilbrüche : 



'105 •— 



i 
i : v 

i 
3 : v 

i 

i 

7 : v 

i 
9 : v 

i 
ii ; v 



o;i 



i : — 

V 



V 



f'G-0 



3» 



15 
105 



3 — 1>* 



CI5 6N \SV— V 

v 3 v-/ 15 — 6» 



IO ^105 45 X 1Q5»— • IOV3 

"" v " V*» 4 v 2 ix" - 105 — 45 1> 2 + * 4 

?45 io5 . /945 4«0 I5\ 945> — 105 v 1 +^ 4 

»_• «MM ■— • ■!■ 1*1 «— • a^^M ■■■•— >l> — ^— 1 "1*^^ ——■■■■■■■•■■■■■»■■■• .»^■■■■»■■■«■•■^■■■■■■■■l 

V« V 2 # V »5 i;3 V ,/' 945 — 4*0 V 2 + 1 5 » 4 



10395 ift6o si X10394 4745 a aio v 

. — . __ -I- — • f . -. — >■ -f. ■ — . 1 1 

v' t» a v " V » 6 i> 4 i>* / 

103951? — n6ou 3 _J_ai v* 



1QJ95 — 4725 v 2 + 210 v 4 — w 6 

u. s. w. 
Zusatz 2. Wenn der Halbmessers; i ist; so ist der Bogen von 

1°=;0, 017453292519943.... 

l'so, 0,00290888008665 

i"=o, 000004848136511.... 

Also läfst sich die Tangente der Bogen aus den Theilbrüchen Z. z. 
immer genauer firtden. Z. B. Für die Tangente von i° ist 

ZV o, 05S359877 , ' Al ,.._ mKn 
. — - . =0, 01745506... Also erhalt man 

3— v 2 0, 99969539 a 

tang. i° schonldurch den zweyten Theilbruch auf mehr als 7 Deci- 

malziffern. ' 

Zusatz 3. Wenn der Bogen ein aliquoterlfoeil des Halbmessers, 

1 

d. 1. wenn v 5= - und n eine ganze Zahl ist; so ist seine Tangente 

ein stetiger Bruch (IV. §.20.), nämlich: 1 



— lGG — 
tätig. -=-£- i 

$n , 

Sn , 

7fi , 

9/1 

11 n_ # .. 

und enthält also (Zus. 1.) folgende Theilbrüche : 

1 3 n ijw*— 1 105 n 1 — ion 945 « 4 — I05n 2 +i 

n ' }n 2 — i' 15« 3 — 6n J 105/1 4 — 45 « a +1 * 945 n s — 420 u 3 -f-ij « 
10395/1* — 1260 n 3 4. 21 w 135135 « 5 — 173*5 « 4 + 378 n z — i 

10395 * 6 — 47*5 « 4 + aio n* — 1 1351 35 ** 7 — 62370 rc* -|- 3 150 u 3 — * 28 « a 

»027025 n 7 — 270270 /i 5 -L 5930 n 3 — 36 u 

~ - U. «♦ W. 

3027025 1 8 — 945945 n* + 51975 n 4 — 750 u 2 4-1 

Um nun zu sehen , wie stark diese Brüche convergiren , wollen 
wir einige Beyspiele anführen. 

Für den Bogen , der dem Halbmesser gleich , d. i. wo n — i $ 
wird die Tangente durch folgende Theilbrüche bestimmt : 



$ 



h5 

1,5555-- 



2 

9"" 

95 
g7==i,55737 



841 

540 

9156 

5879 
118187 

75887 



I, 55740740... 

i,5574<>77 fifi 4 — 
i f 5574°77*46--- 



Da nun der Bogen, der dem Halbmesser gleich ist, 57 17' 44" 
etc. beträgt; so sieht man, dafs in der Gegend der Bogen von 57 
der sechste Theilbruch erfordert wird , um die Tangenten auf 7 oder 
*8 Decimalziffern zu erhalten. 
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Setzt man n=s; so ist 



der vierte Theilbruch — = ö, 54630246... 

1501 ' ^ u T 

der fünfte - - - ~I s=o,54630248978--- 

322602 
der sechste - ■< = o,54630248984--- 

590519 tv^v/t 

Also giebt in der Gegend der Bogen von 23° schon der vierte, 
oder fünfte Theilbruch die Tangenten auf 7 oder 8 Decimalziffern. 

Ist 71=5 xo; so ist 

der zweyte Theilbruch — »0.100334672021... 

299 

derdritte - - - —— =0, 1 0033467 208544°3--. 

1045501 ' wr # 

Also giebt in der Gegend der Bogen von 5- und 6° schon der 
zweyte Theilbruch die Tangenten auf 9 oder 10 Decimalziffern. 

Ist n ==: 100; so ist 
der z wey te Theilbruch = 0,010000333344 



• • • 



29999 

1 • 149999 
derdritte - - = 0,01000033334666720... 

I499944O ' sJ U >Jk**T I 

_ . 104999000 

der vierte - = 0, 0100003333466672063710.. 

IO4995500OI ' KjyJ U kJT / O- I 

Also giebt in der Gegend der Bogen von 34' und 35' der zweyte 
Theilbruch die Tangenten schon auf 10 bis 11, und der dritte schon 
auf 16 bis 17 Decimalziffern. 

Ist n zsz 1000; so ist 

der zweyte Theilbruch s= 0,0010000003333334448 

, j . 14999999 

derdritte - - - — __ — 0,00100000033333346666672066... 

Also giebt in der Gegend der Bogen von 3' der zweyte Theilbruch 
die Tangenten schon auf 15 bis 16 Decimalziffern. 

Die Beyspiele zeigen schon hinreichend, dafs die angeführten 
Theilbrüche eine sehr bequeme Methode verschaffen, die Tangenten 



. • . 



— iC3" — 

d^)B^|8H; & ^5ftfiiifi|i^^ä''iht'ett jI Sfeils^;ii^rtelhÄT 'zö finden. 
"Wäre es üblich, ■ statt ,dpc bisherigen .Eintheijung in' Nbnägesimal- 

tRelVe%ek'$fiadra)iieft'{ djesep in D'ecimalcheile des Halbmessers abzu- 

teil- 
;em- 
hei- 
öch- 
den 
ihn- 



lein 
Fen- 

fan- 
iren 
neuen trigpnatnetrischen Tafeln für die jDecimaleintheilung des (?««* 
dran'ten, Einleitung S* XKI.'do&snlben ganz unbrauchbar , und leite- 
ten die Tangenten lieber mittelst der einfachen- iformelife: lang. A 

-rt'-+j-«-i ,' und* cos. A ab t— -*-■ affs -den ivörijem bffechnettn .Simissen 
, cos.. 4«., sjn. ^ , .,, 

lind Cosinussen her. Nach der neuen 'sinnreichen Tnterpölationsme- 
thode-, deren sie-sich, bey Berechnung,, ihrer Tafeln gedienten, und 
qejf wshjher ,sje ( nur sehr wenige.. Tangenten als^renztarigenien di- 
r^eje-zu. bci;et;hne.n> hatten., war dieses apcrj '"ohne Zweifel der be- 

? «eiriste Weg. .Will man hingegen einzelne Tangenten unmittelbar 
ür sich berechnen , oder Tangenten tafeln prüfen; so scheint mir der 
Gebrauch dyer Zus. i. angeführten Theilbriiche der kürzeste und be- 
quemste zu seyn , ■und, hat. man zugleich den Sinus durch die Euler-i 
sehe Sinusforni^^erttc^net; ao läfst s^ch aueb nun. der, Cosinus und die 

1 ' 'sin! A ■■"-*'* ■*'* ' ■ cos. A 

Cotaneente durch die Formel cos. Az^ -, und cot. A= — 

° tang.^ sin. A 

desto bequemer finden, ■ ■■■•-.■■ \ 

e '\ Zusatz 4. Wenn der Bbjreri einmintoieh TTieil des Halbmes- 
sers list; so ist ' rSn'cföi Theilbrucheii f d^e siihVT^ttgerrfe ^tben ' 



— i«9 — 

e) Ein jeder schon durch die kleinsten Zahlen ausgedruckt (IV. 
§. so. Z. 8«)« 

b) Nicht nur die Zähler und Nenner der Theilbrüche nehmen im- 
mer zu , sondern die Theilbrüche selbst werden immer gröfser 
(IV. §. so. Z. 12.), und kommen also dem .wahren Wer die der 
Tangente immer näher. 

c) Jeder von diesen Theilbrüchen ist so beschaffen , dafs kein Bruch 
aus ldeinern Zahlen möglich ist, der dem wahren Werthe der 
Tangente so nahe käme , als er (IV. §. 21. Z. 2.). 

d) Jeder Theilbruch differirt vom wahren Werthe der Tangente 

weniger , als der Quotient beträgt , wenn man 1 durch das Pro« 

duct seines Nenners in die Differenz zwischen diesem und dem 

Nenner des nächstvorhergehenden Theilbruchs dividirt (IV. §. ao. 

Z. 12.). Z. B. Für 71= 10 ist Zus. 3. der dritte Theilbruch 
104900 11 30 



f und der zweyte — , folglich 1045501 — 999=1045202. 

10455QI # # «99/ 

also differirt der dritte Theilbruch vom wahren Werthe der Tan* 
gente schon weniger , als um f mithin um weni- 

& / 1045501.104520a' »TW«* 

1 ' 

gerals -h — • 

151 759756202 

Zusatz 5. Wenn daher der Bogen ein aliquoter Theil des Halb* 
messers ist ; so ist das Verhältnis seiner Tangente zum Halbmesser 
allemal irrational. 

Denn da die Theilbrüche ohne Ende fortgehen (Zus. '3.), und ihre 
Zähler und Nenner immer gröfser werden (Z. 4,.); so ist sowohl der 
Zähler als der Nenner des unendlichvielsten , der dem wahren Werthe 
der Tangente gleich ist , unendlich grofs. Nun aber ist er schon durch 
die kleinsten Zahlen ausgedrückt (Z. 4. n.). Also läfst sich die Tan- 
gente durch keinen Bruch ausdrücken, dessen Zähler und Nenner end- 
lich sind, mithinist die Zahl 9 die ihr Verhältnis zum Halbmesser 
bestimmt, eine Irrationalzahl , und daher das Verhältnifs selbst irra- 
tional. 

Anmerkung. 

Da der Zähler und Nenner desjenigen Theilbruchs, der dem 
Wahren Werthe der Tangente gleich ist, unendlich grofs seyn mufs; 

Y 



ßo schliefst Lambert in seinen Beiträgen, xuxyter Band, erste Ab- 
theilurtg V. fi'fr die Erforscher der Quadratur des Ciraits§. 13, dafs 
die TuigentQ eiftes jeden rationalen ßogens 4; überhaupt irrational sey, 
wenn er auch nicht ein aliquoter, sondern ein aliquanter Theil des 

Halbmessers ist, mithin nicht blofs , -wenn i?k-, sondern auch, 

n 

Wefrirt* uherNäüpt v s=s — ist , Allein söÜtfe dieser Sclilufs gelten; so 

■ääfst^ erst be\vifesen werden, dafs au ch : für den Fall, wo der Ket* 
tehbtaeh für taug, v nicht ein stetiger Bruch ist,, die Therlbrüche den- 
noch ihsgesammt schon an sich beständig durch die 'kleinsten Zahlen 
angedrückt sind. Denn gesetzt, dieses wäre nicht so, sondern der 
iln&rälieHe Z&Mer und Nenner tfesjehigfeh Theübrüchs, dei^ dem wah- 
ret Berthe der Tangente gleich ist", hätten nodv einen £emeiri$chaft- 
Beheh Theiler , so könnte der grofste gemeinschaftliche Theiler 
selbst noch unendlich seyn, und es könnten also, wenn man 
den unendlichen Zahler und Nenner durch ihn dividirte, bey de Quo- 
tienten in der That endlich seyn, mithin der Theilbruch, der der 
Tsfngehte gleich ist, sich wirklich angeben Wsen^und daher eine Ra- 
tSenalzahl seyn. Lambert nahm afcer den Sa'tfc, dafs die Theilbrüche 
auch in denjenigen Kettenbrüchen , die nicht stetige sind , schon aa 
sich durch die kleinsten Zahlen ausgedruckt seyn, nicht nur ohne 
dien Beweis als allgemein an , sondern das , statt des Beweises f von 
ihm angeführte Exempel widerlegt $eihe Allgemeinheit schon selbst 
augenscheinlich, indem er die nach der Vorschrift gefundenen Brüche 

erst wirklich auf die kleinsten Zahlen reducirt. Nämlich für v ss — 

♦. . 3 

setzt er den zweyten Theilbruch ganz richtig — : — , dieser aber ist 

unreducirt = 2- f also »och nicht durch die kleinsten Zahlen ausge- 
drückt, sondern mufs erst mittelst derÖivision durch 2 auf die klein« 
sten Zahlen — reducirt werden. Eben so setzt et den driften Theil- 

brucli Ul.Ui dieser aber ist unreducirt ä:^- 1 - ===-—, also an sich 

f 4 8 4.333 »332 

ebenfalls noch nicht durch die kleinsten Zahlen ausgedrückt; ja hier 
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.., s *•* .1 .' '. ■*. •'. "I'.l * J «l..-. - 

hat Lambert sogar den Divisor -j- vyi&ex die, ^i*chtfffcaphBp «ffduttfll 

angenommen, denn nidh dieser ist er .ursprünglich — ' ^. ir Z. i.). 1 

Ein Gleiches gilt also auch vom vierten und allen folgenden , indem 
diese aus dem unreducirten dritten und aweyten jhergeieiftate wetideii 
müssen (IV. $. 4. Anmerkung.). 

D<i also d}e Annahme, dafs in/^^Kettfenbr^^ diß 

Theilbrüche iiisgesammt schon an sich durch die kleinsten Zahlen aus- 
gedrückt; sind t ^"f welch? Lambert den allgemeinen .S* t& grwulet, 
dafs die Tangente eines jeden rationalen Bogen* irrational $ey , offen-» 
bar unrichtig ist; so bleibt auch die Richtigkeit dieses Satzes unent- 
schieden, und da er geradeaus diesem ßatze schliefst» dafq,daft Yetr 
hältnifs der Kreisiipie.au intern , Durchmesse? irrauqnalv&y^.qQ.tatr 
auch dieser Sclilufs nicht die mindeste Beweiskraft,, und der. I?a?nr* 
hertsclit Beweis läfst eben so wie der Stunnsclie die Richtigkeit f)er 
letztern Satzes völlig unerwiesen. Soll daher die Richtigkeit beyder 
Sätze unwidersprechlich gewifs seyn ; so mufs strenge erwiesaj* wer* 
den, dafs derjenige T^ißiUbrueh, welcher dem wahren W?rthe,(ffeft 
Tangente .eines r^tjon^en ßpg^ns gleich ist t selbst in denn F,il}e t d? 
er an sich npch nicht durch die kleinsten Zahlen ausgedruckt *$&, v<m^ 
der Art 6ey, dafs, wenn er auch mittelst der Division durch seinen 
gröfsesten gemeinschaftlichen Theiler bereits auf die kleinsten Zahlen, 
reducirt worden , sein Zähler und Nenner doch noch unendlich groJfr 
bleiben , und sich alsq nicht genau angeben lassen. Dieser Beweis a^er. 
setzt offenbar eine allgemeinere Theorie der Kettenbrüohe voraus» al$- 
man sie noch zu Lamberts Zeiten hatte. Da nun letztere in der Ab- 
handlung IV. gegeben forden; so wollen wir versuchen, denselben 
aus ihr strenge herzuleiten. -■*..» 

Lehrsatz 0. 



$• t. Wenn der rationale Bogen v = 7- ist: so ist 

* . ..." •■} -t ** »• ■ * -£• : .. 

Sb a * 

Ya 



.11 > > *.; 



>< 



- 4 



wv 

Beweis. Denn da taug. — 



j i 






folglicR taug, j zs£- a r 



t 6s € : — ^^ 



tljYi t ;[) h iJ , * 



aoisttang. 7 sä- «* 



**:<* 



tPJJT' '! • . 1 



J*_ 



5*- 



lf 
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.*•'•?■ Zura& 1* AI» wird tang. - dnrch folgende Theilbruche be- 

o 

«dmniK 

b!6:i * ' 



i * 
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TT* 



* * ■ • • 

a 
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105 ä 6* — ioa5i:io5&4— 45a t & 8 -ha4 

9* 

10395 a &*• 1260 a*2&+2ia*&: 10395 6 6 - 4725 a 2 M+s ioa^-a 6 

u. s. w. 



Zusatz 2. Wenn man daher den n t4n von diesen Theilbnichen 

überhaupt -y, und nach der Reihe die Coeffideriten im Zähler A,B f 



C, D etc., im Nenner aber A % TM[f'N $ Ö etc. jnenht'} so ist 



~=3^a6""- BaJi»-J+ Cß!f»i-r £/*&"?..+? . . . • .. . 

^. b bi - 6* br J 
% ss Ab«~Ma 1 b M - 2 + Na* b n '* — Oa 6 b n6 + 

* 

Setzt man daher di^Pare iillipse ü fis ZXhlers = x , und des Nen- 

• «*... ; c-"* y fc w x 
nerss=y, so ist jeder it" Theilbruch x ;==i i • ■* 

o b tl y* . • : ; y 

Wären nun hier x, y ganze Zahlen; so wäre b n% ein gemein- 
scha£tllcberTh?il^r ( von^,X, uiid der Theilbruch ~ liefse sich als- 

X 

denn auf d w Brusb, . -: tsduüren , der aus kleinem Zahlen besteht. 

Allein obgleich die Producte b n x , b n y ganze Zahlen sind ; so folgt 
doch hieraus noch nicht, dafs auch die Factoren x, y ganze fahlen 
sind, sondern beyde können solche Brüche seyn, dafs ihre Nenner Thei- 
ler von b n sind, mithin folgt noch gar nicht, dafs 6 n eingÄneiOTcÄaft- 
licher Theiier von y , i sey , und eben so bleibt es unentschieden , ob 

i schon durch die kleinsten Zahlen ausgedrückt ist, oder nicht. Ist 

o '* . 

der Bruch -7- noch nicht durch die kleinsten Zahlen ausgedrückt; so 

kann der gröfseste gemeinschaftliche Theiier seines Zählers und Nen- 
ners nie grö&er s#yn, als a 2 *' 1 (IV. §• 5. Z. 3.), also kann sein ZäULer 

nie kleiner werden , als der Quotient — — , und sein Nenner nie klei- 

ner. als — — . 

Zusatz 3. Man setze bssa+r; so ist 

b n zz:a n + naVr+ a n2 r 2 + a n *r1 + ... 

1.2 1 . 4 . 3 * 



folglfch^ss i+— +— r H IL-^.!^** Also kamt 

imi ntt* Theilbrnth «», wenn er auf die kleinste» r 2&ahlen reducirt 
wir4> ^ein. Zähler y nie kl ein er »werden, als ... 

und sein Nenner i nie kleiner, als » '-',•- 

y r nr n.n-i.r 2 n.n-i.n-a.r 5 T 

- 77 ' + -+— T+ — r— + . . . (Z. e.). 

t Zusatz 4. Da nun derjenige Theilbruch , der dem wahren 

Wer the von tang. — gleich ist , der unendlichvielste ist , folglich hier 

n = co wird ; so kann 9 wenn man Um auf die kleinsten Zahlen redu- 
cirt, sein Zähler nicht kleiner werden, als 

* f r co r* co* r 3 <b 3 r 4 co 4 1 

•-s |i+— + — - + ? + — r— ^ + • • -i f 

und sein Nenner nicht kleiner, als 

y P r co r* cö* r 3 co 3 r 4 co* 1, 

^U + + T + r + ' 1+ • • • • 

r co r* «^0*- r 3 co' 

Man setze der Kürze wegen 1 + f- ■ , ■ ' . + — +...:= P$ 

so ist r weil alle niedrige Potenzen von cq gegen die höchste r" 00 * 

. r co r a co 2 r 3 co 3 r 3 co* 

verschwinden, und z. B. 1 + — + — — H — r ^ ■ ' ■ ist, 

a a • a* a . 3 . a* a . 3 , a* 

r «eo« | r 80 . co * 

, folglich -5^=—— — ^r^» also 



log.— P= 00./. r+co^Z. co — (/. a+ J.3 + /.4+..-+J. 00)— ooJ.a* 

f » > 

SSCOZ. CO (i.J+Z. 3 + J-4 +•••+*! w )• 
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, Nun würde. Wenn-iHi-der Reihe h a-+ /. 3^ Z-4-H...... ^pZ V 'S9r,#A 

Differenz mler Glieder i=x,i wäre , die Summe demselben iiur=äXco Z. co, 



mithin log, ,«-£ .F =5 $ <$ • 2; co seyn- Allein da die'Differerii der'IüM 

a 

garithmen von e, 3,4 etc. weit kleiner als 1 ist) so ist die Smftttüf 
ihrer unendlichen Reihe weit kleiner r als £ co • 2* *coy fo)glj<$i log. — 
P noch gröfser , alsf co.Z. co. , , . 1 •• .1 *> ■- i : //»" ni 1 ^ k«* r 

Da nunf co .1. cos= 2. .co** ist; so ist log. — - P > log. co , 

a 



folglich 4 P>> «Ä 1 «', also ^P£x. «*•, und 'Z. p^^ V*, 

& & & «7F 



"... * sc y 

mithin ist sowohl ~ P, als — P unendlich grofs. 



a a 



Also bleibt in dem Theilbruch -i- , der dem wahren \yerthe von 

tang. 7- gleich ist, auch wenn er schon auf die kleinsten Zahlen redu- 

cirt wird, sein Zähler und Nenner noch unendlich grofs , mithin laust 
sich die Tangente des rationalen Bogens in dem Falle, da der ihr 
gleiche unendlich vielste T^eilbruph sich noch auf kleinere. ZaUtii re- 
duciren Hefse, dennoch durch keinen Bruch ausdrucken , dessen Zäh- 
ler und Nenner endlich wäre*- also ist in diesem Falle ihr Verfiältnifö • 
zum Halbmesser 1 irrational. 



Lehrsatz 3. * 



<. • 



$. 3» Wenn der Bogen -- zum Halbmesser 1 ein rationale^ Ver- 

b ... 

hältnifs hat; so ist das Verhältnifs seiner Tangente zum Halbmesser 
jedesmal irrational. v - , ,,■-.'. 



r. * v7* — 



ruui JK, penn.aa mdenTheübruchenfurtang. ^. die Zähler 

und Nenner ohne Ende immer gröfser werden (§, a. Z. 1.); so xnufs 

im unendlichvielsten Theilbruch, welcher der Tangente von — voll- 

b 
kommen gleich ist , der Zahler und Nenner gröfser seyn t als jede 
Zajii, die sich angeben läfst, d.i. unendlich grofs. Nun ist derselbe 
entweder schon an sich durch die kleinsten Zahlen ausgedruckt, oder 
nicht. Ist das erstere, so ist von selbst klar, dafs er eine Irrational- 
zahl ist. Ist aber das letztere, so läfst er sich noch auf kleinere Zah- 
len red uciren, bleibt aber auch auf die kleinsten reducirt, noch ein 
flruch von unendlich grofsem Zähler und Nenner ($. c. Z. 4.), und 
ist also gleichfalls eine Irrationalzahl, mithin ist im Verhältnifs der 
Tangente eines rationalen Bogens zum Halbmesser der Exponent 
allemal eine Irrationalzahl, also das Verhältnifs selbst irrational. 

Lehrsatz 4. 

$. 4- Wenn das Verhältnifs der Tangente zum Halbmesser ra- 
tional ist ; so ist das Verhältnifs ihres Bogens zum Halbmesser jeder- 
zeit irrational. 

Beweis. Denn wäre das Verhältnifs des Bogens zum Halbmesser 
rational ; so wäre das Verhältnifs der Tangente zum Halbmesser irratio- 
nal (§. 3.), also, der Annahme zuwider , nicht rational. 

Zusatz Also ist in diesem Falle auch das Verhältnifs des Bo* 
gens zum Durchmesser jederzeit irrational. 

Lehrsatz 5, 

$.5. Das Verhältnifs der Kreislinie zu ihrem Durchmesser ist 
irrational. 

Beweis., Denn wenn die Tangente dem Halbmesser gleich ist; 
so ist ihr Bogen dem achten Theil der Kreislinie gleich. Nun ist in 
diesem Fall das Verhältnils der Tangente zum Halbmesser rational, 
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mithin ist das fVerhältnify des achjten Theil» der Ijtreislürie zum Durch- 
messt iri-atiowit'^vV: 1 ^),'' 'also 'auch das' terEaimiß der Kreislinie 



r« '< 



zu ihrem Dpra}uae&*er $elfrsk/ 1 v 



I >l , .» ^ U - 



Anmerkung.. 

Nunitidhr'ist es tf^sttöhy-ilM^cil, dafs cs^chlcbhtferdiiigs^ri. 
möglich ist; eine ^khl anzü^ebeft/ die das Verhältnifs der jtreislini'e 
zu ihrem Durchmesser .ganz genau ausdrückte, sondern, däfs dieses 
sich blöfs durch eine unendliche Reihet odei? durch eiiien Dedma}- 
bruch von unendlich vielefi Decimajziffern besfinirtien Wfs^'so dafs 




bert sich totstellte, wenn derselbe in der That bündig fceyn soll', In- 
dem es hier unvermeidlich nöthig ist, einen Bruch von unendlichem 
Zähler und Nenner, dergleichen der Kettenbruch für die Tangente 
des ra^f^flfe^^gj^i^ : flftf di#, feinsten $ahl*n, jHM*du#nji, um 
es. überzeiij^ nach dieser Rsdu^tipifcflagi 

unendlich bleibt, und also Avirklich eine Irrationalzahl ist. . .. M ^ 

Eben hieducch aber itt nun auch strenge erwiesen , dafo das Ver- 
hältnifs dcSiDurbhinessvin zaw Seit* des fhiadrats t das der KrbivfitUhe 
gleich ist , gleiclifaUfticrrdlfatni^ ist ^ und dafs sieb also ekeln«, Zafcl lan- 
geben läfst , welche g^naii bestimmte , wie grofs die Seite de&enigen 
Quadrats iey ,* Wtlclf^dttr'lffecheeiiiesKreisfes vom gegebenefiDurch- 
messer vollkommen gleich ist. Denn es sey der Durchriiess'er jes d 9 
die Peripherie des Kreises =p, die Seite des der Kreisfläche gleichen 
Quadrats = aj so ist \ dpt=za 2 i r. Man setfee also, das Verhältnifs der 

Seite azu!m ; l5iraft^s^^€^^«Sfeäl^ ^'. B.' rt=*2"k; <*s<* wäre 

n -:i 

£dp=s - — — , folglich p ««.£•— . J, mithin ptd±*z 4. ra* : tP. Da 

nun das Veriiiltnif* 4j*n£ :«r>ratix>tial ist ^ soimuftte auch, da* Yesbiit- 

Z 
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nifs der Peripherie des Kreises zum Durchmesser rational seyn. Da 
nun dieses , wie nunmehr strenge erwiesen worden , falsch ist ; so 
ist es jetzt auch streng erwiesene Wahrheit, dafs das Verhältnifs des 
Durchmessers des Kreises zur Seite des ihm gleichen Quadrats eben- 
falls irrational ist« 
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Einleitung. 

Wenn je ein Journal -Aufsatz wichtig und der Unsterblichkeit werth 
war; so war es wohl derjenige, durch welchen der grofse Leibniz 
die Grundzüge seiner neu erfundenen Differentialrechnung 1634. ^ 
October in den Actis Erudit. Lips. auf drey Quartblättern lieferte. 
Über den unnennbaren Werth dieser grofsen Erfindung kann bey den 
Mathematikern nur Eine Stimme seyn. Durch sie erhielt die ganze 
Analysis nicht nur eine ganz neue Gestalt, sondern die unendlichen 
Fortschritte und Erweiterungen , welche jeder Zweig der mathema- 
tischen Wissenschaften durch sie aufs schnellste gewann , und noch 
in immer höherem Grade von ihr zu erwarten berechtigt ist, liegen 
klar am Tage. 

Der Zweck dieser erhabenen Wissenschaft ist der, das ganze ana- 
lytische Verfahren durch unerwartete Kunstgriffe im höchst möglichen 
Grade zu erleichtern und abzukürzen. Eben dieses ist auch der Zweck 
der vom grofsen Newton vielleicht etwas weniger früher erfundenen, 
aber weit später bekannt gemachten- Fluxionenrechnung f welche 'der 
Hauptsache nach mit der Differentialrechnung einerley ist, und sich 
von letzterer nur in Ansehung der Betrachtungsart der Grofsen und 
der gewählten Ausdrücke und Zeichen unterscheidet. Indessen giebt 
dieser Unterschied selbst der Differentialrechnung vor der Fluxionen- 
rechnung einen entschiedenen Vorzug. Denn eines Theils sind nicht 
nur ihre Ausdrucke und Zeichen , sondern selbst ihre Ansicht der 
Sache und die darauf beruhende Verfahrungsart weit bequemer, leich- 
ter und deutlicher, als die der Fluxionenrechnung, welche daher 
aufser dem Vaterlande ihres Erfinders, fast in keinem andern Lande 
von Europa wirklich in Gebrauch gekommen ist. Andern Theils aber 
besteht der gröfseste und wesentliche Vorzug der erstem vor der letz- 
terh unstreitig darinn, dafs jene auf ihrem eigenthümlichen 9 diese aber 
auf einem fremden Boden aufgebauet worden. Beyde Wissenschaften 
sind, und sollen, ihrem Zweck gemäf», nichts anders seyn , als eine 
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höhere Analysis, oder vielmehr die Anajysis YjQm ersten vuiAhöchsten 
Range. pieAnalysis aber hat nicht Gröfsen yon gewisser Qualität, 
z.B.Raum, Bewegung, Schwere, Luft, Lichtete, sondern jede 
Gröfse überhaupt, von welcher Qualität sie seyn mag, zu ihrem Ob- 
jeet, und soll die allgemeinen Principien liefern, die Function einer 
jeden Gröfse , von welcher Art sie irgfcnd sey , durch eine Gleichung 
auszudrücken, und diese entweder' mittelst der Algebra ,* oder wenn 
ihre Auflösung die Kräfte der Algebra übersteigt, durch eine unend- 
liche Reihe von Potenzen , d. i. von ZaJüen aufzulösen. Sie gehört 
also gar nicht, wie z. B. die Geometrie, Mechanik etc. zur speciellen, 
sondern zur allgemeinen Gröfsenlehre , oder zur höhern Arithmetik^ 
und mufs daher, wenn sie der so nöthigen wissenschaftlichen Topik 
gemäfs auf ihrem eigen thümlic$ten Boden bleiben soll, gar nicht auf 
geometrische oder mechanische Begriffe; sondern lediglich auf den 
allgemeinen Begriff einer geziUdten. Gröfse überhaupt gegründet wer* 
den. Diesen wahren Gesichtspunkt fafste Leibmz auf, denn seine 
Differentialrechnung nimmt keine Rücksicht auf irgend eine Gröfse 
von gewisser Art, sondern sie ist das, was sie seyn soll, und was ihr 
Name anzeigt, allgemeine Rechnung. Newton hingegen gründete 
seine Fluxionenrechnung nicht blofs auf geometriche, sondern sogar 
auf mechanische Begriffe , denn seine fließenden Gröfsen sind. Linien, 
und ihre Fluxion ist die Gesclaoindigkeit , die ein, eine Linie, beschrei- 
bender Punkt, wenn man den Anfang seiner Bewegung von einem 
wirklichen Ort an rechnet, an jeder Stelle dieser Linie hat. Nun 
sind der allgemeinen Analysis, dergleichen doch diese Wissenschaft 
seyn soll, wie gezeigt worden, schon die geometrischen Begriffe 
fremde, und es ist schon eine offenbare (leTetßxcK w dKKo 7*vo$, wenn 
z. B. Wolf die Regel, ein Pjroduct zu. differep tiren , in seinen Ele« 
xnentis Tom. 1. §. 12. aus der Natur, eines rechtwinklichten Vierecks 
herzuleiten sucht. Der Begriff der Bewegung ahetist sogar der Geo* 
metrie fremde , nicht nur weil er blofs aus der Erfahrung geschöpft, 
und daher empirisch ist , sondern weil zwar die physischen Körper, 
ihren Ort und Raum t aber kein Theil noch Punkt des Raums selbst 

W ff 

seinen Ort in ihm verändern kann* und wenn die Alten, z. B. Archi- 
medes, Dinostratus etc. in der Geometrie den Begriff der Bewegung 
zur Hülfe nahmen, um die Erzeugung der Linien sis stetig darzus tel- 
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len; so war diese Vorstellung eine hloü imaginaire, die sich die ur- 
sprüngliche productive Einbildungskraft allerdings machen kann , in- 
dem sie während dieses Geschäftes den geometrischen Punct als einen 
physichen ansieht, bey welchem sie blofs von seiner Ausdehnung 
abstrahirt. Allein es ist wohl zu merken , dafs sie durch diese ima- 
ginaire Vorstellung nicht die Entstehung oder Erzeugung der Linien 
erklären ; sondern blofs die Beschreibung oder Bezeichnung der schon 
a priori im Gemüthe erzeugten Linie darstellen wollen, mithin setzt 
die imaginirte Bewegung des Punkts die Linie, die er beschreiben 
soll, schon als existirend voraus , und es kann daher nicht ihr eigener 
Anfangspunct selbst ateder sie beschreibende gedacht werden, denn 
sonst würde die Linie deifc Gesetz der Stetigkeit zuwider, diesen ih- 
ren Anfangspunkt verlieren , sondern hiezu mufs man sich einen an- 
dern , auf ihrem* Anfangspunkt liegenden , d. i. im Grunde einen phy- 
sischen Punkt vorstellen , von dessen Ausdehnung man abstrahirt. 
Gesetzt aber auch, der Begriff der Bewegung überhaupt fände , wenn 
man dabey nicht nur von allen empirischen, sondern auch von den 
Begriffen der Geschwindigkeit , Zeh und Kraft abstrahir te, in der Geo- 
metrie nicht blofs auf eine imaginaire, sondern reelle Art statt; so 
bleibt doch der Newtonsehe Begriff der Fluxionen, der nicht die Be- 
wegung selbst,' sondern blofs ihre Geschwindigkeit und die Zeit, in 
welcher sie geschieht, zum Gegenstande hat , der Geometrie durch- 
aus fremde, und gehört nicht einmal in die Geometrie, geschweige 
denn in die Analysis als allgemeine Gröfsenlehre , sondern lediglich 
in die Mechanik. Also ruht dieFluxionenrechnung, in so fern sie diefs 
seyn soll, was die Differentialrechnung ist, nämlich, allgemeine 
Aqalysis, auf ganz fremdartigen Principien, und kann daher auch 
ntyht anders, als durch grofse Umschweife gründlich vorgetragen wer- 
den — ein Umstand, der schon allein hinreichend ist, den Vorwurf 
der Engländer, als ob Leibniz die Idee der Differentialrechnung von 
Newton entlehnt hätte, als ungerecht zu widerlegen , da ohnehin so- 
wohl die Schriften der Alten, als der Neuem', nach und nach dieser 
Art Rechnungen so nahe führten , dafs , wie Kästner *) sagt , Geister, 

*) Anfangsgründe der Analyib des Unendlichen $. 44. 90. 



-a&t^i9«aH^BAi^tifieiR^gfaii/ *a j«ter tJge&^e^i^ #£ , Tfl9®ent*n 

-oi&) T&siMflB;a^fd7*dfi*^^ y^. 

£?b i37£*5riAäfa^afaa^ haJusie gleich- 

.4^1dfvdmjfheD<den iW«ß*rujrfi{«tfi|^Wfi% j»ü|fe|a # j^fsoütr t ffuiufonwit 
o*iiohtaftsrf3flj* /wad 4ÄK®ifr«^Keiftl3g&^ 

nJflfOHfi'Emfi^ti Jio^ü»4s«6te4f«^f im^[ dfettttf? t ^fltfaif , die 1 Richtig« 
keit dieses Calculs so bewährt, dafs keinem £n§i#$|^j&fe§^n^te 
Besorgnifs anwandeln kann , von demselben irre geführt zu werden« 
Da indessen unwandelbäreTesfigkeit der Frincipien , und vollkomme- 
ne Evidenz ein Hauptvorzug der Mathematik ist; so würde es für 
diesen erhabensten Theil der reinefi Mathematik, den man mit Recht 
A 'Ö6Ä j 'töpfel v de*telllfe*i h^n^vJ^^^rrdoiMGiBiiwneittßMioht »"geringer 
,' Aristo fs Weihen^ wofern jener Vor ^utfifwiiMichiGcinid, halte, und 
^ toän-hatd«her;mit^Hn\lic^ett Elfer 1 altes ^»fsu^t^itm «ie tfon jenem 
"^'^vürfevdllig'Ät^befreyeni' ..-. '.;/;». -vi; : ^ ,J><> ^..^ 
jijJ /i>I>a^GrättdHdil^ii.undi»Bvi^rte! gerfade rda$ (i*ft»<rtU6jSX)kh schon 
« cfH3h^'an*di^Mftd%%tt^Ak fessek^; ^sbiliitteKiiölSÄdhd >*ubh für mich 
-9^ü*vfet'In<t6rfess$4 als* :difoieh darän**Ächfc igbazohfa&iJifttt&TUeil neh- 
^ tkensollert. öer Erfolg meiner Unteraji abnagen war *uui ow»r eiae 

* 35&fifctog* dar, dsk ich' die Schwierigkeiten mehr keinen, als heben 
^4^jmiieh7iiCEleib öaohtl«m nieme Thborieäeö Winkel fläche», und die 

* 5|hrf öhtt Be^t&ttidd Uhedri* i^Farali^n^iniBd^i^^egiau, ,der bis <te* 
*jj&tf|^ft*iiflbffiaai^ PnemHidiwge- 
' sbahfttrtetfte/} softndidv; riafa ifiri ni&iÄiüu^tdhuimg;^iAY«^ >m%n 
«-fltif ihfren-ntakrttt GAU tltht ;. jpbne \ adt^dtatv toide&*p*ecK*ttd0n B^ 
^x\^ unendlich kleiner &röfsm drcinikkbdttf <sU;*btu* atn ^aben> a*f 
1 *übto ipifosuii ürihtfgBtn irafa j . lato *^ ifr ^ag^Otoilft^d^ Etfid- 



liehen. Ich toali'fh Aah» «ölegeöhcit r in ein*« Scholioir,' Welches 
ich einer 1787 gehaltenen Disputation- beyfngte , dieses «deutlich zu 
zeigen. Da dieses indessen hier nicht so ausführlich gescheiten konnte, 
als es die Natur der Sache erfordert, so brachte ich diese Schrift, nicht 
weiter ins Publicum, sondern wartete lieber auf! eine bequemere • Ge- 
legenheit , den wahren Geist der 'Differ<jntiab-«chnuög t päd die . Fe- 
stigkeit ihres Fundaments ins vollkommenste Licht zu stellen« <Diete 
bietet sich mir jetzo dar, und da die Sache nicht blofs Kenner der Diffe- 
rentialrechnung , sondern vorzüglich diejenigen angeht, welche in 
die Geheimnisse dieser erhabenen Wissenschaft eingeweiht zu werden 
wünschen; so halte ich es für Pflicht, durch eine deutliche £qt- 
Wickelung der ersten hierher gehörigen Begriffe, mich auch diesem. *o 
verständlich zu machen, dafs, wofern eie nur mit der gemeinen' Ana« 
lysis gehörig bekannt sind f sie sogleich beym ersten Eintritt in ihr 
Heiligthum, ihre wahre Natur und die Festigkeit ihrer Principien 
evident einsehen können» 



■• ' ' . :: . . 
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Wenn man in einer Gleichung gewisse Grofsen als solche betrach« 
tet, deren Werthe sich beliebig ändern lassen, andere aber als solche, 
welche hiebey immer denselben Werth behalten; so nennt man cUe 
erstem die veränderlichen (variabiles), die letztern aber die bestäruU&tn 
Grofsen (constxmtes), und druckt gewöhnlich jene durch die ersten, 
und diese durch die letzten Buchstaben des Alphabets aus, eben &Q 9 
wie man es in der gemeinen Analysis mit den bekannten und unbe- 
kannten Grofsen zu machen pflegt. Es kommt also lediglich auf den 
Gesichtspunct an, aus welchen man bey der Untersuchung die Grofsen 
betrachtet. So sind #. B« für jeden gegebenen Kreis die Durchmesser 
alle gleich, die Äbsebsen hingegen lassen eich als beliebige Theile. des 
Durchmessers» und die Ordinaten als beliebige Theile seiner Hälft © 
ansehen , daher sieht man in der Gleichung für den Kreis y*=ax— x* 
den Durchmesser a als eine beständige , die Abscisse x aber , und die 
Ordinate y als veründerUdlit Grofsen an. Wollte man hingegen für 
Ä»e gegebene <db&wc die Ordinate in allen möglich» Kreisen suchen; 

Aa 
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SÖWÖK& afe iäb&itoe k\s btslü»dbg&~b-; und der '&urchrfivsser als 
veriiniiarti*tn±: k'anfcujehe« , uad -tteinsr die 1 Gleichung fü* de* Kreis 



lehreren verjjnderli- 
dje^rjefztern, die 
ey b iron \velpher. Are 
dqrcfe welche öpe- 
i sie abfangt, sich 
dat's jede Function, 
selbst, euie verän- 
i Fun«" » 
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den ubrjeei 



den ul?r*gen v veran- 
nderlichen Gröi'sen, 
an sich von einan- 
der abhängig, oder ganz. unabhängig. seyn. .So ist in der. Gleichung 
y s j=,ax-r— &*ty eine Function von x-ui^xe^nefuncttonvonj'. Eben 
ip ijt. jn d«n Gleichungen -0£ 9 jbc£ W£2? £&s T~ y'iW ff?ß3f.**f '+?'*■* 
eine Function von x und y, x eine Function von z und y , y eine Func- 
tion, voniz tind x, dagegen können x,'-'y^ohne Auf ;zl tv^eheh^ schon 
für sich von. einander abhängig,, und daher gegenseitige Functionen 
von einander 1 , oder an sich von einander ganz unabhängige Gröfsen 
seyn. ' So istz. B. in der Gleichung ätsst^y^Weriii'z'die Flache et- 
iles' Dreyecks, x s^ine? Grundlinie, und V seine Hbn'e 1 'bedeutet,', zw-ar 
'^eibeTanctibri vöniundy, Andy euffe'^rit'dönNtorVäüha iE, aber 
sc und y sind eben so, wie in jedem Zahlenproducte xy, an sich selbst 
von einander ganz unabhängig. u . 

.311 > JO»alfittbe?.j*der&in^cm*hr!Wer&^v*»ß^^ 
ßÜtkrikfaJMffril ^bhämgt§hmWKAttt.VUtAi*Q e^t*4rt aup, *iif*era 
4ooßieb*ip«netfftgitBeh von [leUwi fli*Hrtg»:iiwn» nu* tbcyvcräadetr 
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j4bti*hwe_><tefi Futtft&m &ur: &&> Hfcfo? i utbpdti** ' ihrer =i^^Mft*5r^fw 
Oröfsen steht? Die grofee Wichtigkeit die^rragsJ^h^vgft^Lbst 
ein. Demi wie kann man in die Natur irgend einer Function -deutli- 
cher und tiefer eindringen , als wenn man die Art und Grofse ihrer 





ist, denn der Wfarth'von vt hängt offenbar vdti* WJertti* rcta'YkftJ 
wenn dieser sich verändert; w verändert sich äutih jeher, " Ätytet ditß 
ist für ded MathemAÜkier nicht befriedigend/ sondern Vraih efjtift 




<fcr Pcrätäerting] V*Ufcä : ;Äfc VeMetuiig Von y äi"d*f kmtiftÄ* 
hervorbringt, d, i. das fartiültnifsdxeser beyderteitigeto VöräirfÄertii^ 
gen anzusuchen. Man lasse daher y tun eine beliebiggQrdföey waeftv 
ten # tmdsetasej dafs Üdedurch die l\incrionxnm die GrdfteJC Wachst 
so verändert ^fclintixi ^iby+ri und Ü in x + X, folglich äffe Öle£ 
chutig '£ üWih tffesfe : ir3B:^+f) l i:y l + ÄyJ r + FVttiÜflä 

*» ■ * * Y • f ^'i ,r -■ 'H" 7 noi* •■•: | 7i %r , . ' " - 

ist, weil alxsry* ist; X7=azyY+ Y* f und — ssssy+ T. Nunmehr 

ist also die Natur der Function x aufs vollkommenste klar, denn maß, 
sieht bestimmt ein * daC$ wenn v um >* wächst» 9c um ß £ y+ J£ 
wachsen, muf^i und d^fsjalso^aslncrement von x 4as Ijncreraent yoü^i 

tun die ßuipn^,4 c ^(4?EP^ e ? ^ r ^ e y und ihres jtacremeflts Y üfyerr 
steigt.' ■■'«■...*. . .. i. ä . ... -t; 
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Da nun 1 die gemeine Analysis sich blofs mit der allgemeinen Auf- 
losung der Gleichungen beschäftiget, um das Unbekannte in densel- 

b*ii ans dfcth ;, BtelötHntew; T ttAt r welchem e6r ?<stifoi*cht<*t*i!i tfi ent- 
wickelt; ofatte auf die verähdetfinhen Werthe 4er Gröfsen «tf'sehfc*> 
so eröfnet sich mit dem Begriff d«r Function ein neues Gebiet drir Ma- 
thematik, natnttch tetne< Analysis j die man als über die gewöhnlich^ 
erhaben , die höJicre nenh*tt ton y und da die Zu * und v Abnähme tte* 

Aa e 
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Function, lüit •welcher die^g geh beschäftigt , die Differenz zwischen 
*»=1lMtä^e¥toänd^erändwte# Puätä»=m«&gti* X^efXy^x 

una sie ist also die Wissenschaft, aus der Zu* ode£ Abnahme der ver- 
änderlichen Gröfsen, die Zu* oder Abnahme ihrer Fiihction, ocler das 
Verhältnifs zwischen den beiderseitigen Zu - oder Abnahmen zu fin- 
den. Da aber die Abnahme eine negative Zunahme ist: so ist es gar 
nk^ «»Ji^V J ^^ sondern 

ihW^?ai^}^^(Wöfs^', b *ril ( Wyic}{e die ;J Wr&Älii5Hö r Ör6fs*, oder 
Shre FüiifetfttS d mM^i u blhÜf^ und 

s^ karm^ tirrt^ Biff^enzenifecKmtng auf eirfe solcHe Art bfehandeln, 
a$s-€fr*se *fc Blils t&t def ZUrtahn» ddt Gröfsen- Und 'ihrer Functionen 
zu thun hätte. Da die Zunahme der Function und ihffefr* f eräaderli- 
chen Gröfsen, die Differenz zwischen der unveränderten und verän- 
derten Gröfse ist ; so bezeichnet man diese in der Differenzenrechnung, 
wo die Zunahme eine bestimmte endliche (Jrofs^ist^ gewöhnlich 
dadurch, dafs man, der Gröfse, zu welche? sie gali^rf r jeiu A vorsetzt, 
z. B. die Zunahmen von z, x, y deutet man durch A *, A «* Ar 

T A s A 

Da die bestandigen Gröfsen als solche betrachtet werden, diebey 
d^r Zu- pder Abnahme* der andern ihren WyAgy nicht verändern 
(ij,^itMn''fur beständige öröfsen^garieini Zunahme statt findet; 
so fallen in der Zunahm A^erjfengt^ 

die nicht Coefficienten der veränderlichen Gröfsen sind , gänzlifch- weg, 
und es ist also für die Zunahme ^ z^eifla^ey t ob die £leishung für 
die Function z beständige Gröfsen; die mit den veränderlichen blofs 
durch die Addition oder Subtraorion xslpicijiexu fi*d* enthält oder 
nicht, z.B. wennz=:xist; soistz+A*=x+Ax(3-)fate<>Ai«*sAa» 
und vmm&*±znQt+*äf*«+hi3stz >to*üstrz>+ j^zÄcoif ^ax^ta**^; also 
gleicl^IU A«A* fet^ingegen^e beständige G^fse der ? Öoeffi- 
cient einer Veränderlichen; so ist sie auch in der Gleichung rar die 
Zunahme der Function d#r .Coefficient der Zunahme einer veränderli- 
cherf ÖrÄfee, riämlid^ y^etmiiakaxy $q"i?t z>+ &zi^a{x +A#) 
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. '■ i ■ \ Miaivl.-iCI *>ii, t y/ii\lfoz9<.' &■)£&■ Ab -isih forr liin ^aoiioau'i. 

Fäll dks'ÖlfffeÄen^Vkamß j£& 
deriichen Gröfc<j glÄ ; " N '' " " 

«.•ii , ..'niA i ■»;»••» - n\ u';_iJi>^-ioij"v/>«l n >b iwlmv/x ^linJljijhaV" 

Function }* ?Pj?n.f}ie&^ 

so ist *+A z rn/??Cßhff A*:*^*^4WfiVT-^+ßA«Öt ^rffl A%SMtofc 

.-• mv bau ndJ'isbiiÖTwnu isb fidjbeiv/x Mrn^lIiCl Ab f noJUhü mrb 

Wenn xÄJxy Üst^ wutiu^ &nwa{m>+ &&).(y^ &y>y \ rr-b 07/ 

-'faif^ V ;if f ! ,fib 

; •' . '- £ . s ."i iT/iiTb n:iir.i Jon,"}.» • , ,». ,,7/.;/ »S-.-. . ij..<A yih fl .s 
A*=yAx+xAytAx:Äy, und >3Iffi 

A* Ar 

■7- s=y+« . —- + A y. 

Ax Ax ** 



« r » » »* 



'.T^V J^*rl •P t rrf D»[. V-Ä*.-'» ";-' " I »* •' . ' -»«! 'jib £ f '3 ; 

Wenn daher,»=abp* folfflich v ~x ist ; so ist Äzjss ^£« ActAtmi 
mad >'Ä3 Ää^S^^^^Isffx^^tt^^vtef io^- : ^'^ ! ' :Ii n * ^Ib,l 03 

• A*^5**> A *+&** A #H-A^, und % ' ' -" ' J-i r^b-uf 

A^ ■•>-'"-.•! .^-•- , ' *:*•• *i '• . - 1 .--' - ♦ m k :u .'r ^ k i 't * ih 

.. -^-«aÄßap^+i3ao; A«+Ax* n^«* W* . .i^nbu/ oib ib'inb 

Istvüberi>#«pt5<Ba^;^Qö j^tcnttahcdegl j»iiieraisefcaribehittartgrf bi; r r 
- ;: 'ix4^' , A ; x+2i^^, r Ax^^^ 
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_ - Z- x x+ A x - 

T/iy y+Ay 

a ^ t -riä/ < jrix>fy^Ä4-zAy+ i A3r- Aztt*+A»/ folglich » 

.iujim f i^jrfiijri)kA^fi-T-AywAx> also : . ^ . . 

/^ Z S=5 ■ ■ — — » 

(y+Ay)y 

:! •:' r .-"•""• Tr"' 1 . - ' •• ' : ' ~ • /l : '';' '• |-f " 

Diese Grundbestimmungen für die Zunahme derjenigen Functio- 
nen r \y eichet Sumjnen *. DüT or o ng e n ,» Ifeoduttte >> R> tenfcefa ; odäFQuo* 
tienten sind, sind schon hinreichend, die eigentliche Natur derDiffe- 
rfenzenrechnüng einzusehen. Man sieht zuerst y dafs jede Function 
ihre eigene besondere Zunahme hat, und daCs n^ui also rückwärts aus 
der Zunahme einer Function ganz sicher die Function selbst herleiten 
kaiin; z.Bi aus der Zunahme A »säJac 4 . Ax±$x. £ x*+&xl (8.) 
föfetMät, dafs hier %:=x* ist, jedodh bföttt'es für siph ^bestimmt, 
Äti l ti£r' 'Function, aus welcher die Mitnahme Az Erzeugt ist, noch ge- 
wi&se peStähdige GrÖfsen zu addiren, oder zu suhtrahiren sind, oder 
nicht (5.)» nn 5 dieses kann daher nicht anders , als aus den besondern 
Eigenschaften derjenigen Gröfsen äusgetfiittelt werden, zu welcher 
3M'Ülk*m gehört. .:....*■■' - 



• » • r • • > * 
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, ÄiWten* ist klar , wenn die Zunahmen der veränderlichen Grö* 
fsen betrachtlich sind, in der Zunahme der Function selbst kein Glied 
als unbedeutend weggelassen werden kann ~ 9 und dafs in diesem Falle, 
bey Functionen, deren Gleichung nur etwas zusammengesetzt ist, 
die Gleichung ihrer Zunahme schörf sehr weitlitafitfg wird. Soli da* 
he* die J>iffei*cözioanöchnttng Am YoWheil verschaffen, dafs man die 
eigentliche Natur <<kF Zunahme einer Function im Wesentlichen be- 
quem überschauen kann; so mufsnian fdr jede Function die Zunahme 
ihrtar veräriderlidwmLG&ßenia klein wnnekmfcn , Jak sie gegen leta- 
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tere selbst beynahe in keine Betrachtung kommen , z. B. in der Glei» 

ehung : =3 4 xH^x (3J Kommf der Weath *ö» -sM-alem Werthe 

ron axinnqei: nftbeer». eiq.je klei#erfr;^^Vvx>*xjli£-^ A » 

ist. Gesetzt nun A x wäre der trillionste^Theil von x; so würde er 
wenigstens in praxi gegeb x^ sähen vak ^ «rffcftst(hfcii>*te£b, mithin 
A * • • v # 

- — = u, und A * = 2 x. A » wv4?*~ JEb«i*o wurde in diesem 
AX ■-- — — * A 






Falle in der Gleichung =^3x* + 3x. A x+ A^* nicht nur A x, 

A* . . 

sondern um so mehr A x 3 gegen x als o anzusehen sevn, folglich 

— — az^sx^+jiflö^^a;^ wiihirt ■ »> « ■ . .■ n .'.iaglap 4* A "tcsni»»^ falsa 
^ x ' . , ..,, s ji [ .'' . • o^«A. x . .: .■■»!< :Mj(ri«; 

A x=s 3 x 1 '.'ax werden. " Nun kann man zwar die Zunahme. Ar^oi} 
xins Unendliche fort noch immer kleiner 9 z. B. als den Decatillion? 
sten, centillionsten Theil ron x u. s, Ttf. annehmen, allein so tan^g 
dieselbe npch als ein bestimmter Theil von x, und. nicht gegeij x r *. J"fui 
Recht als eine "Wahre, isfuHangesehen werben kamt; ao.wförd^^^uji 
diese Art abgekürzte Zl^nahme A * der. Function ,z doph .wipi^rÄttj 
beynahe, nicht abqr im strengen mathematischen Sin w des t Worts^ 
genau wahr seyn. Ich will jetzt noch unentschieden lassen f ob J>#- 
niz die Zunahmen der veränderlichen Größen gegen letztere fljfi Iffqlwg 
Nullen, oder nur als kleine Gröfsen, die gegen sie in keine t IJ^p^clg 
txing kämen , angesehen wissen wollte. Genug , er wagte es f - nieset» 
ben als Nullen zu behandeln , und auf dieser Ansicht der Sache seine 
Differentialrechnung wirklich aufzubauen, die ipithin ihrem End- 
zweck nach nichts anders", als die im höcTist mÖgltcTien^ciäi^nbger 
AuntteDiflferenzenredüiühgist. ' v • v l ' ' ' li 

t . ... . \ /. •/•:*• j»' i L.sji''; 1 ••' iJ») :• »ijü f r#m»M'i 111*3 ■ ^«-»cl 

: Dm DifferentialrechnuÄg fct *lso Sdie Witomsdirfrc flebe Ük^ZnH 
noftme eitatr Jede* gegebene» Function aus An Zmiahmcyitofar Vertu* 
derlicHen Gröfee^ diejenige Gleichung su fin4e» t wdebe •? ewtSÄeiH^ 



i& 



■fflF^refl^fcite'tertimh äeM^öÄ^Znikhnie ihrer 

nmxi^mh^pi^'iwmmA Zt&mwmmfo& f ^ ^nahmen 

«&¥^ä«feeffl^ I W6Byf f 9fi b Sw Züi?M^träcfifk) ^4 fror sie 




l^<jfeftttol^!in1ih^kÄr^'au^«J«l<äct; ÜV' Wis&mfcK&r,' feine jede 
j^&ete'Frfn^ibttzuain^en^i^'tfdfe^^ ätitjiin itith 

das Verhältnifs ihres Differentials zum Differential einer jeden^ifirer 
veränderlichen Gröfsen zu {indem < Da nun das Differential der Func- 

^pn^pPWl Nuy i*t; so ist *ugl«cH,VPih«&>ftiWw: »flW* «P /far Dif- 
feren^i^hreichnnng gar nicht um die ftes tlinmnn g 6&,\ Griffe, ,<}fac des 

fVfJtf 4«! JMlWMiW» 4w Function,, *pnd^nJe4jgfch,Njn.<üe Glei- 

.JWPlf^H.^W.WRff^ufch vvelch«.4a^el^6 ^pjlarsfllbst, ,j£iej}s sein 

lYtäÜ&toüf «* 4ea Differ«n4al^iJ^«ire«iBä^}jfihflnxQröffe^ ausge. 

drückt wird, " »; , »-..i kU,: 

_- •- i > •■ .• . ! '.Mi i, 

Da jede Function ihre besondere Zunahme hat (10.); so hat sie 
auch ihr besonderes Differential. ; Also läfst sich rückwärts aus dem 
Differential, einer.Functjon die Function selbst herleiten) z. B. ..wenn 
dz=3X^xist; so ist z=x*, denn die Gleichung für dz entsteht aus 
keiner andern Functipn voji z t als wpim rsfeü^ auf bleibt es, da im 
Differential von z di4 beständigen Gröfsen.* die in der Gleichung für * 
als addirt oder subtrahirt vorkommen 9 alle* yy£gfallen , tind daher 
nicht nur wenn zz=gf}*»jbtetoto$s^ 

Differential <2z=3x a cZx entsteht, an sich utiDestiramt / ob zu der 
Function z nQch gewisse Gröfsen iA addiren oder zu subtrahiren sind. 
Auf 'diese' Axt entsteht 'aus- der DiffefentiÄlredhnürTg < unmittelbar, eine 
Aeue Wfaseil&chäf t , weichte Ldbnü die Tniegrafr^dfinurtg nannte, und 
difc M»o-nJcht^atidfert i^ : da die WiÄeiödiaf^nnft^jAdÄ^gögebeiieii 






^äTO^qU 4«? IifttiKfif .ftp ifi^rn^ ^da^ut ^a^a^^a^Sflp^ 

SewöhnlicUdad^ch^dafc^afl^ 

« j , j„ _ j_._-i j-. 

dz durch 




das ]«p^,fflti<£fträifc ^f?» I WJl^^^ywm* 

1 *1« 1 1 J * IIa W • fir* • 1 1 ^« 









delt 

Weder t^tWöhrtAitetSV^^Äiitidött, Äiithih x + dx= rf, 5^if* 

n. s. Wifet| j sd l ffifs% f ddR fliü^SÖfertiitial einet Function 'Au* flw^i 

yverden, leicht herleiten. *'« J-ijuaä 

Wenn nämlich z = a x ist ; s$ ist dzs= fldx 
Wenn z==ax-j- 6 z-r- £tf-f-g— /ist^soistdzssadx'+ftdz — cäi. 

. •■ ji. -inr. v/^1 mr 4 1 » i -». j*Jj>{ o"<./|/» i'-iiii .» •'•:'{' /• ■.•uih'.h hu [bau 
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~ « 

+xldx, also <7z=4x?dx, und speist klar, dafs, wenn n eine ganze 
Zahl ist , überhaupt d . x"=5ftx' , " , d x ist. Auf diese Art läfst sich das 
Differential eineKjfcdwPetenx ,1 de*%i* fefcjWVfeSe cf&te ^h*ä r Zahl ist, 
ganz leicht linden , ohne dafs man erst dep binomischen Lehrsatz vor- 
aussetze^«; „ : \ , t r* ^ + _ .- .-*-.,;■■ . ■ 

j: ' *b *?• 

Wenn tCca*^ '& J SsFi'^ie f ^fp^ o a^^=rf.^, mithin 
mz m ' l dtt=zrjtf; 1 dx. JMun^ist z*"" 1 s±: — -zss : — =x r ^j folglich 



\ »• 



r , , .,. ,« rx£"hdx r<I., 
mx r "wdz=:rx r " l ax, mxfl^mor: rm jj gak-j x>tt=:ax»iaIso 

rf'x^ ==? — . x m dx. Mitfuji ist. allemal dafs^pnx*" 1 d$,, dea: Expo- 

• .■•■:• 

nent n mag eine ganze Zahl, oder «ine gebrochene -r seyzi. 

i ■- > y ■ (y<+dy)y s y* 

, . ■,<). ji . H ■ . ig. ■ ■■■■'• ■■'■■■• • ■ ■■ ■ 

., ^^t^^ey.^^r; aq ^ir4 .jb.t *« ,f<tfftti*i4*fflsq <5), J*U» 

•'-'. '.-i ! --- <? y ^ ' - 1 f : ' ' ,lM ' ;:ls ' ' ' "'■' "' 

i X »♦/*.*•• i • •** 1 1 



1 .^ 



?r rx^)'« iig; , roi thin rf . af r »—• rw x ( : r) * die Also iBt ganz allge- 
^ejpi^^a^d^ der Exponent n mpg^ne ganze, oder gebro- 

3 Co 
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«. Istzssxy; soist— ==y+-— ^-,und— ==x+^— — (15.), 

ax ax ay cy 

dz j. 

5. fcjt^ÄB^ $o f tffr<$gem«£i^^ nur// 

t; -- ... :d*^ ;*.- ' 36 jjiy.-dx /* ä 'ÄC' =»'-./ '•'•• 

4, Istzs= ; so ist 3- bs -. — , — = -.3 (13.)- 

y dx y y* dx dy y dy y 2 

\ 1 * .'> > dz ^ 1 _ - • , - 

5. Ist » =s* ^*-saast-~Ä — -=f(t$i)i-'- , « v. • 

Man sieht also hieraus nicht nur, wie leicht sich die Differentia- 
len und 1 Differentialverhaltilfese ftir alle Grundfunctionen^, fihnilich 
für Producte , Quotienten und Potenzen finden lassen , sondern auch 
wie kurz u^4 bequem ito&{^i$hUtfg6n>sincL 
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Alle diese Gleiohungeii iftr die Differentialen ftnd ihre.yjqrhält- 
nisse aber sind, wie bereits (13O bemerkt worden, fclofs unter der 
Bedingung strenge richtig , wenn das Differential einer jeden Gröfse 
gegen diese im strengen Sinne des.. Worts Null ist, so dafs im streng- 
sten Sinne. z.B. x+dx=x,x — dx=x, und daher auch x,+ dx 
ssx — dx,° w»d J rt v dtfc»fto isL* Ist aber das Differential einer Gröfse 
gegen diese im strengsten Sinne Null, so mufs dasselbe auchr gegen 
jede andere. gleichartige Gröfse im strengsten Sinne Null-se^oi, z; B; 
wenn dx gegen x Null ist; so mufs dx auch gegen yNullseyn.' Denn 
isty<x; so ist der Satz von selbst klar. Ist abery>x, folglich 
y= x + ay $o ist t wenn x+ d x = x i^t, y c=s x + dx +a, folglich 
y — d#?5= y y und ji 1 j Inf 11 , omthin d xrauch :gsgeny im »strengst en 
Sinne Null. Also ist jedes Differential nicht nur relativ gegen diese 
oder jene Grö&e^ sondern absolut und schletldhin itii strengsten' Sinne 
Null« Dieses ist> der ;öW£ Punk C> der als un widersprüchlich gewiß 
vorausgesetzt werden mufs -, Wofern die Diff^rentiÄlre<dÜi«mg, tiidtt 
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fclHfcifacy#Pfe*j t W*ißth im €tf engsten nSinruß> Tfafcib seyn s61L • Detio 
Jtör&diespstelK&fc lhafc; • *b>rWiiß<an)k€ätB# Rettung) dieser i*phabenea 
Sföf setitibäf t^wifetar tleri Y«rkleii)enideii Vcr wor£ iler BhgijfiniUiohkei* 
gtojdg&^&ilj^^^ ih- 

rem eigentlichen Werthe fragt; so setzt dieselbe Ächts^wsiuiV al* 
0=0. So bedeutet die Gleichung & . x 1 *= 2 x rix (16.)» dem Werthe 
nach nichts weiter, als 0== 2 x.. q =2 o., undLdie Gleichung d.xry 

f&f^ya^kT^^^ l ^m^^T^^ ■ i \fe6V -tarf mau 
Mm*Üfki&yM { &**** ttoriiJll^l5lff^^|lÖl^asft allgemein 
|»^a^-ft^'iü^rfem JWÄrtte'dtfä^nJfov Sü'Äir'biStrelitiairech- 

SWWaßS^'}- ÄS^ i JV, e ^ ei i W BetTÄcl^tpug iottimjtf aonderp .die wahre 
"Nacnfrageisf hier vielmehr diese; welcliesist die Grenze, welche die 
JBanalsnuioiBim&\ jÄäem Fm6titm\ TÜmrw&zigst&wübeAsekreitea* mufs, 
iltovifüdeivariindttUcliG Gtäfse f ium einsn aubfaii&ök so lUMirwk enäLi* 
chen Theil zunimmt?. 60 zeigt die Gleichung d.x?=£= 2.x dx.an, da& 
Wrari'x um einen noch so kleinen, abfer ehiulcheri Theil il x wächst, 
<fas Quadrat von x zum wenigsten um, me^r al3 sxdto wachsen mufs, 
z } fyr wpjmföe Zahl, 4 um ^5 wächst j, so. miups^rQfiia^atzum \ve* 

^4n^der B)4ffetiööäalglei(flitt»g ^^^ieii^^^/bd^r ^^Co- Eben 

so zeigt 'die Gleichung d .xyzzzy dx + xdy die Grenze an, die das 
W^ohäthttm de» Products xiothwendaj; übferschreiBenimulB , sobald die 
Factoren x, y um einen gegebenen noch so kleinen Theil zunehmen. 

Product 15 um mehr als* $• 2 + 3. i , d. 1. um mehr als 13 wachsen, 
Mndfdiw« J^fer betiägt (7,),. dasa» der.Diffierthria%l«iohungiwegge- 
Jttttt^e förodbefc iri> oder a- Dfe man mm- die »Zunahme der veränder- 
lichen Gröfse kleiner annehmen kann, als jede gegebene Gröfse, so 
kam* ntanattffcK sagen-, * dafs dasr Differential einer Function ihre An^ 
^q^^eräi^erun^anz^^ d. j.dige^igeu |li^ njij: ihr ypcgehl* ü^fü 1 
die veränderliche Gröfse sich^zii verändern anfanget oder außiort. 
Wi&m* M r «agleich klar, Jafs, obgleich «He Di&mntiaiea wahre 
Nullen sind, es dennoch zum Wesen der Diflierenü Abrechnung ge* 
hoj$, dafs rpan sie nicht durch Nullen pjuf drückt, sondern jedes Dff- 
ferential so t^teichnet, dafs man weifs, zu welÄer Gröfse es gehört, 
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z. B. nach Leibnix durch dac^aänd nachJVh^roh diafatae, tW&Wtfrftt&ltf 
Unterschiede zwischen Jdeü @&£Eeiewiialglmcbusi^nj I wegfiel*}* «hid^lAwE. 
her alle Bemühung, :*ie*zü ifiildc«, ' ilrigereitiit ^är&/ttiläiflff?i&1K 
schon zum voraus wftifay dafrararinlU^ 
Function apo ist» • ' * * ■ ••>'''.-**" • ♦ ^'* ■ • i'hi.-^rj iir->i 

r il iViv) fi^Jiiur „o =. jj .t : — o *'i; . ; »li^/r eiuSiii il »ut 
Sind aVr die p^eroui^c» kerne Gjpfseft,, ^4^ W£*3ß#S 
Sinne WoX^NM w ^ Äfi .^W vq^ qelte^cjaft ^j^Pjtol^ 
verhältnip> ^li,t& f ^idfirs, u ^, eip w^^<fte$. f jfö^ 

daher im Währen ! topfet* g ist ÜiesWlst also der^vtePrink* 

der aber 6 o vtiedsar erstem ^«WviderspiieöHich ge^vifc fest stehenVmnfi» 
.Wenn dte< I^ere ifoiakefchnung .aufr eineiig ^ fefcten Grunde xnh)fau«alh 

Allein obgleich Jfd^s ^^eijent^ve^hälUiVs. --r- ein wahres JTuJlenj 

rerhSlfjiik % iit' $0' folgt hieraus 'cferinofch ga* nicht, dafs aiicW der 
Exponent UdAisWeb'NiUt j 1 ttfitf 'dtfhtef £ s* <y '$<*y , sohdefri 1 Öi£ üfe 
«ntia^erMlinis^1«K?^^felh4eh¥^elb$t f daß ihr TLxpöüeki' f &ftr# 
Weder eine e7H^/ie i l^o^QM f , bestand ige ab veränderHch^^mfee^pAefc 
JVuM, oder gar unendKch grofs seyn kann. So ist. wenn * = ax ist. 

— äci (oi» i.)u 1 mithin auch §3=aa, also der Exponent de» fodttättf» 
digen Größe ii gfelöhi f[ ttt'z*£4*J so ist ^ Ä^^h^;'WM» 

• (i. -'•» i.iMii :••,« i l> <i ,"•-• Aar.' ' * *i« '" ' t\'l>iiuorI 



ein^m rexänderlichenErodutoto gleich. Ferner ist ans derDffferdntiflt' 
rechnung bekannt, *lafs wenn die Function* von oc? eih GW/ro*tf 

oder AZeiwtaieyq fiO«;^^twed^4?o v fl4^=^ w seyijptt&j &,& 
In der Gleichung fttejlbn Krd»V 8 Wa*^Ä^fet; wW 'AJfi'flöJ- 
settt, dzÄaadÄ-^fcxcia:, ielglidi . -~^ tas ä ^*- q ob. ' 5etftt<ni*b tritt 

az J» t 

-r;~ > 8oistaJÄ|^;und^t manx=5|iiiSoisk— ä ö/ Mak 



setze ferner z=ra+ö T x T $ so ist dz =: f a T x *<?.& folglich — = — 

-UN- >f.ü j! hm*, -i.i. t .. ' .-:•■' • Ji '■■... ^* ^ * öjp 2"XT* 

3emiWW^Hff ?rSr9J »Wird — » röasob. .,. < 

v . . , ax o 

»l >7 öa'kte* dir»E*|Wn€nt des DlfFetentiälrerhältitisÄes ^ entweder 

epq* e#d^<* (frröfee „.«tat NM11 , sqddr, uraufikk' ! gcäfs seyiSt kann ; so 
ipu$ 4^s4>ich ft(?hJaBphterding3' vpni' Exponenten dös Verhältnisses § 
geltem wo Wi der Grund , auf Welchem die Diffwentiaheclmung 
xyhK, fest.^yuspU, und mau sieht zugleich, dafs in dem Verhältnisse 

— r-rr=:3f+x.-— (»a. $.) der Quotient -~ eine , endliche oder un- 

endliche Grösse ^ oder stich o bedeuten kann. Driir wahre 1 £ Wteck der 
Differentialrechnung ist also der, das GrenzverMhiiifs zu wissen, 
welches das Verhältnifs des Wachs thums der Function zum Wachs thum 
ihrer veränderlichen Gröfse zum wenigstefl übersteiget! inufs , wenn 
Untere tuch um einen noch so kleinen endlichen Theil Wächst. So 

zeigt; .z. B. das Verhältnifs .— — tss-tx m f lda& webn x auch um 

dx 

einen noch so kleinen endlichen Theil wächst, das Verhältnifs des 

Wachsthums des Quadrats x % zum Wachsthüm der Wurzel x allemal 

gröfser seyn mufs, als das Verhältnifs o x : i t we.il ^s nur in dem Falle 

sssx: i seyn kann, wenn das Wachs thum von x=o ist. Ebendaher 

dz 
kann man das Verhältnifs der Differentialen — auch das Anfangs - 

(tx 

Verhäitvifs der Zunahme der Ftynoüou zur Zunahme ihtfer veränderli- 
chen Gröfseu, imgleichen ihr erstes und letztes Verhältnifs nennen , in 
welchem sie stehen, werai'a» sich zu verändern, anfangt oder aufhört. 
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Der erste Punkt # ^s <Ue Differfentiale keine Grofs^n, sondern 
blofse Nullen seyn müssen , wofern; die Differentialrechnung strenge 
wahr seyn soll, würde für sich keine Schwierigkeit machen, indem 
es nipht i&ur in, unserer JVillkühr steht, ^aJb Nullen zu; setzen^ so** 
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ieth auch jedesmal dem iVerthe nach die ric-iöge, Gleichung, entstellt 
6==: 0' fps./. ~ÄiMn da hieraus von selbst folgt, dals auch das gco* 
metrisclie Verhältnis zweycr Differentialen kein Gröfsen - , sondern 
ein blofses Nullen - #r&1iältrtTfiist; so ehtsteüt ÄS AeMsiffiWittigfe 
Trage : wie können blöfse Nullen im geometrischen Verhältnijs ste- 
hen? wie fcanu z,.p. zwischen den Spitmeia^RreSfetfifc se&hjefl* Ver- 
hältnifs statt linden , wenn man sie alle in geometrische Punkte, mit- 
liin in wirkKriieiN-cölin^erWÄndelt?. ;| Heiftt : das'^ifehß &fetl'>W &Ö> 
Als behaupten/ dafs die eine N*U nicht nur sb ; vielmafl Hls'ftiäÜ' will* 
sondern sogar unendlich vielemal gröfter seyh kann, afe <Hfe atiderej 
lind so auch ein PunCt deti andern unendlich vielefrtel Hri tärÖftfe übe*-* 
treffen kann: da doch die Null so wenig, als der Pürikt, eine GröfsÖ 
hat? Also' 'fctedtfdet Knoten , von dessen' Auflösung die 6fuhdJicb- 
keit derJ^J^er^nJ^alrcchnung abhangt, blofsiro WfiytfnJiwki&.{tifc)4 
wie nämlich die Differentialverhältnisse ohne Widerspruch hlcSse Nid* 
Iciwerhültnisse seyn können ? Diese Schwierigkeit theilte die Verthei» 
diger der Differentialrechnung in zwey Hauptpartheyen, die «ine 
konnte sich, n^cht enLschli^fsen f die Differentiale, für blüfec Nullen; 
oder Punkte zu halten , sondern stellte sich dieselben als wirkliche 
Gröfsen. vor, oben so klein, dafs sie gegen jede endliche Gröfce ftl* 
Nullen zu betrachten wären. Die andere hingegen hielt sie zwar für 
blofse Nullen , leugnete aber, dafs sie in einem geometrischen Ver- 
hältnisse stehen können. Jene glaubten sich also berechtigt, den er- 
sten Punkt (so.) 1 , und diese den zweyten (25.) für unnöthig zu er- 
klären. ' < -••'-- -■ 
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Üin die Möglichkeit zu aeigen , daß sich Gröfsen denken liefsen, 
die gegen jede endlich^ Gröfse völlig als Nullen anzusehen* wären, gab 
man ihnen gewöhnlich den« Namen unendlich kleiner Gtöfitn , m# 
war man leider bis auf den heutigen Tag sehr uneins , was man sich 
unter denselben eigentlich vorstellen soD, Gewöhnlich erklärt man 
sie durah sokheGr£/i*rt, die kleiner sind, als jede Gröfse , die sich 
angeben läfst. • In dieser Definition aber begeht 1 man <schbn dtfn'ldgi-J 
sehen Erschleichiingafehkr, dafs man das, was man sich kleiner a& 
jede angebliche Grölte dteokt, auch schon ein* Gtöfse ^nexmt ', 6hne 
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fmttwmUkri^hih) Vh>e#4ent<$x&n*w)3rGtdk&vBtdiextt, oder oh 
läiHeÜtti ggttselSegriff «ewpt-r^iimiiWd»! Wi*rt»«'ÖH<^ -widersprechend 
«M 1 öJMe'Älfe'ReöB^tliiti 1 " liögiwhiiribhtigmifteä also- die Ddfinitioa 
sVtoJifee , ft PttttmMUh Asfetohe&b dasjtmlg«;* was kleiner; «st,: als jede 
afcgettHja^ifcfstfy <^#e»;sehot£iyor«Ms J| z« heäüföimri, ob da» Un- 
ääll&h Idiilnieletwäs ^a*e* bdetf nichts» isfiv» Etf diesem Begriff des 
tTbttf^^>cl^^W ( >vrtrö>kkr'imört^Mk*fe'fGt««r dutfVdie Gcometri* 
$Ä& Me^riftt ! ^e*ldiJSfe»>gjinft4fen- »4tt^^»lellfeü'i &*b»«der'iB«g*iff 
dW SteV%kehM"*ä«e ^*fch*J*id}f'lt*1fed"geonlettMe^ Ö/öfee, noch 
b^HS «t^B^V<JgüW^dfenlt«i Wfttr,' ftllrt^ WlP^n^elte» urivermeid- 
lieh. Man setze z. B. ein Punkt- •F'befiffig^&cIt-^hfetJk' eiste- noch- so 
kleine oder endliche Linie AB; so^mufs er, wenn er nach B kommen 
soll, erst durch alle die unzähligen Funkte, die zwischen A und ZI 
lfe^et{, ; ta"aWt T aü6: Jeriv^i^i! »PUÖftQ^^iiwff'denrw&fchftien C, 
iüs; diesen* 'durch' äeW nfccbstei»JIJf*bs» wJ^'Wöa'We fcwfcchen «w«y 
Partikel, die sich angeben hissen ,' tntemdl eine ge*ad« Linie möglich, 
Zwischen s, 3, 4, und mefrhet-eir toSihitai* Puntieen' aber Jftfat sich, 
tf lange" ffire Anzahl noch tenlffliclt' ist, ■•gär'fcem« Linie iingebem Al<o 
sc^Wht'tei,' daß man Äwischutl deH 3 biy*ik Endputtfcten'einw 'Jeden 
riöcK Jo'ltifeineh 'endfidhen Lmie 'J#B'arf«fdlk!!Pviele WM%rfm«drtnfil 
tfitoe; die iich gar nicht ängeB^'W^Äi', 1 'die >e^tf'dyh^r'ge^ri ^B 
in gar 1 keine Betrachtung kottraien, und ,; zuT''IAxÜö i '^ ; ß rtddfrt oder 
üibtrahirt, sie weder vermehren- noch Vertniridern , 'dut8r s sfch selbst 
übet? sofern sie mehrere oder tbefitgireVinMi entifdKen < UllefdingB 



Sehen ihnen ängfeberi , mithin rimTfr äxän ^ttet ttiete 1 litiertdlidi 1 kleine 
tiidk fchgebTii*? Iliriicf ' zü^teieh als untheitbät-; tffcd dtfNe* jede' end- 
liehe theübare tinieals aus unendlich vielerr uritftef »ato* Linien zu*> 
Üitktixeh^eiii denken. 4 So' dachten sieh 1 dieselbe sthimJDemohritnni 

\ä'ßh'iJL'ii& tkuetti Zeiten tÜcH ÖW Wiedttraüflilfihung der 

h dtirt* ditesJe Vor- 
jto 1 etfbt<4ef dde» D^- 
mon^träuo^en , dis ^rchimodes ujid $ewur Nachfolger iieh abkürzen, 
ijnd die tyäthenaaüscjien Erfindungen drffci<htern Befcen ? m> erneuerte 
*r In seiiter Öeöfitettla iftdtei$ibÜi%u&lM'& 
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fein iiadi:«^iun^^l^rfiSiiH&icl*9*li»«diKw4*fft^ i-Ws«ffl^i«b!9i^ffi 

«iuzuJdheh, : Üa&:diMe:y<n*wihtiwl»tt«n^itliik!*wawj^(^gt^l^ri 
reu Haien gar iniäht^fe wahxgLiltkft de^b^irSAid »uWftdejm «> b/I#f^ 
Punkte gödapht.wutdeHl «wsseu.n.vQenft, Js^le J^wii^.y^.piygf^f^^ 
und xwarim,n*B^*^GwÖ^, 1 »3n^fib^^.w^,dff ) I^igfi4 d&Ifft 
Ausgedehnte aUerbftt ^0n,Bte$JltffeiöMfc] TMj&Yfd\*^fMtä*&mi-i 
ander liegen*. «od istidl^;$ta^.n^8&^4'i?flib^k^fjÜ&jn SÄ% 
offenba»t)\ttd^j»pto«h w ^&^»u^ijedj# aW^ fl«fifW«*Ä?I JwVfr;»W& 
endlich kleine Jiftw^pthwefldie^ 8, «otheiUVp ged^dat, .werden ftwi£fj 
■o idt auchiUt3it«eeitt WMv^rfidi.: i.i:' 5 . m- i .s ■,.'..<■,-• m,M ..;',;| 

. . ..•( \ nM^w/s a!ü ,'jjjlnu'i ii)*iiMf,.ii.: ci'i »flu if,;nl. j-^-j "„, 

D«n.aelb«ti wSdor seJnfipjyiUw gefitot, . sobald <P fcsAmt'WfiJÄfvm 

mitgßiftd«n vfi-^irfieftwll-, l Pfi kein Bogen einer Cwrve,, so.Ulejnf 
pi anclvflltgePöinBWfcrWirdir seiner Seltne gleich seyn kann, solang« 
w uocbietKUich 4*fii.[uo44ch angebfln lälstj so muß ßr t .ypofiern « 
»cb,BQgfln ) dftnheft J v^l| J i d% ,&*«», ß e &W gleich und, ^ey^e,^^^^ 

wwdig.ftis.-itfiwfc* dM^#» .W">iklffJ|cr,i?*.i als jede angebliche^ J^p^ 
AUei 
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Ja selbst dem noch strengen* J&thtid Achej^t *i<jh^i$fle ypw $ejl*}ng be» 
reits^^tifgedjrüiigen zii "haben/ Denn wepu.ej: in^ereten .Satze, dea 
zwölften .Biichs seiner Elemente zeigt, daf? alle äholiche W Kreise 
beschriebene re^ulaire Vielecke sich wie die Quadrate der Durchmea~ 
ser von letztem' verhalten, und im zweyten Satte daraus , weil dies« 
Vielecke sich ihren Kreisen immer starker nahem, je grösser die Zahl 
ihrei* Seiten i^t , beweiset, dafs diesps Verbcöltnlfs av*ch :e dea fcreisflü* 
chen iefbjü zük&rnmen mufs % ü\i^ ^ah^ ^^4^,1^^^ selbst sich. 
Wie die'ui'ttirien beschriebenen Vierecke, von, gleiqK »vi^lefi ö^tem ver* 
lialteA müssen; so ist wohl kein ZweiFel / daf^bh>k die Vorstellung, 
deif Kreis sey als ein rcgulaires Vieleck von unendlich vielen Seifen an* 
zusehen, ihn, oder wer schon vor Ihm der Erfimlerdes zweyten Satzes 
gewesen s^yn mag, auf diesen Satz £^e^t4e;t f habe- . ., : . 
.* Äben diese "Vofstellungsarf jst es au^^ins^rpitig; Fll ^lurch welche 
Jjeibmz auf nie ganze Erfindung der bitfei;enu^lr^cb^iupg gelltet woi> 
den. Denn in der Abhandlung, in welcher. er die Grundzüge dersel-» 
benin den Actis Erud. 1684. Mensis Octobris zxxtf&i bekannt machtet 
tfagt er S. 47° $ wo er sich über den eigentlichen Sinn seiner zuerst 
attf die Ziehung der Tangenten angewan^fenpiffer^^al^ erklart, 
ausdrücklich : *) Die Tangente finden helfet : „$ine gerade JJinie ziehen, 
n Welche zwey in einer unendlich kleinen Distanz ypji,efnand$v abste- 
chende Punkte der Cur ve verbindet, oder die veilängerte Seite dei 
„ Ztnendlichecks ziehen , welches ich mit der Qurve als gleichgeltend 
„ansehe« Eine unendlich kleine Distanz aber täfst sich jederzeit durch 
w eine gewisse bekann teDifferentialgröfse, z. B« c^v^dm^^ine Bezie T 
„hung auf diese, d. L durch eine gewisse bekannt Tang^nU au** 
„drücken.** . ,,— 

ifeo unvermeidlich aber auch dem Geometer, wenu er die krum? 
inen Linien mit den geraden vergleichen will, die Vorstellungsart i$tj 
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„^u*™ polygoni inftrtfcanguli, qttöd ' .. VM ... — t - 

iutem lila iitnuite parva «empör pek altquam diüeräatialem tioufm, ut d v' f 
vel per reljuiaAem ad ifSAxn «»xprimi poteat, hoc est per not« in quandaal 
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■ die Gurr« als Ja unendlich viele Sogen 
dieser Bogen Seiner Sehne 1 oder Tangent 
ist dennoch der Widerspruch , in den tti 
man dergleichen unendlich klein genanj 
Linien halten wollte. Denn da der we 
einer krummen und geraden Linie eben 
kein Theil gerade ist J so würde man d 
aufheben, Wenn man Irgend einen tlu 
unendlich ldein, für gerade hatten, üi 
»einer Sehne oder Tangente als einerji 
einen wirklichen Theil der Curve, mi 
•der ausgedehrüt Gröfse halten wollte , 
denken, dafs man sich dergleichen Lini 
tMiUtckttftii Punkten Xüsaifimehgesetzl 
war daher, wie 'schon Wolf in seinen 
rum $. 5. anmerkt, weit entfernt, dies 

geilten und Sehnen für reale Grofsen auszugeben. Überzeugt, daU 
der Geometer zu dieser Vorstellungsart ohne alle Gefahr zu irren, be- 
rechtigt ist, und' beyder Hauptabsicht, die er hatte, durch die Diffe-: 
lentisJrechhnng Mofs die mathematischen Erfindungen im höchst mög- 
Ikheh Grade züerTeichtern, liefs er sich nicht weiter in den Begriff 
des Unendlichen kleinen ein, sondern erklärte sich in den jictis Erud. 
1 7 1 b, pag. atrfi über den Gehrauch dieses Wortes vielmehr ausdrücklich : 
tammoditati expressionis seu brevitoquio inen t all imcrvimus, sed non 
msi to'le'+änter 'verä loquimur, quae explicationc rigidantjif. 
Hieraus *ädtt l ra(att'tn'glteich, dafe es nicht Erklärung, sondern blofse 
Erläuterung seyn soll , wenn er zum Beyspiel , wie man verschiedene 
Grade de« Unendlichkleinen annehmen könne, anführt, dafs der 
Durchmesser eines Sandkorns, gegen die Höhe des Berges, diese ge- 
gen den Durchmesser der Ende, letzterer gegen den Durchmesser de* 
Erdbahn, und dieser gegen die Weite der Fixsterne, als unendlich 
klein angesehen werden kann: Da indessen diese für die in der prak- 
tischen Geometrie und Astronomie •rreichbar« Scharfe vollkommen 
passende, Vorstellung, die in der Differentialrechnung erforderliche 
»üßPg geometrische 'Schärfe- durchaus aufheben würde; so sollte man 
sich hier jenes Beispiels gänzlich enthalten. Wenn aber Wolf a. a. O. 
Cc % 




-s. ify -m. 

ich desselben sogar zur \yarnung bedient, daß man die Dlfferentia- 
e^\)MtWifilöNfteP; «tfrinWM&ß als'feli&fe'Wflfen' anleinen soll; 
ö^StffiPkfetV'ii^'^m^^m'Wicler^rudi', ^v^iln et «ie gleküwohj 
M^lfiSr'rß^feüröß'eii gehalten wifcen'wfll.' 

xiijvlI .11 ■iiüi i.j r -i-->i^ , . ,\ .1 ■.:,* -a7 # • ,' .. . , .- 

b8JW£ WPW e^BSn TOadt^fftfr *&£<& Id*i> dfe^uadUchkleiuen 
ifiHVetifc&f^ fet'nScht ehdefs ^ÄgTfth ; «aU daft 

%^^ibTif^\^e ^ichöTheile der Linie *t>rfctettt, die de* bewegte 
¥tin!ct in eben so viel* gleichen Zeifctheiloheri gMehförtnig durchlauft^ 
l&'i&fs Jdie £unahhie der Geschwindigkeit erst f&desfttfal am Ende eines 
^aifeii^^Hellch^ns anfängt. ' SolP^bfr dUst&b&y *in«*r >4dridich 
^^le^clitörnli^etr JBtewegung urögfidi' fcejta ; 'stf mfl^&Hi<iit nun diese 
^heffclieh dir thiie kleiner, als jede Krig&Vicke iüfru* ,- Mindern auch 
"Sjfcaei' solches Zeitth eilchen kleiner als- jedes rtngeibiick* ffeiuheiUlxeii, 
mthlp'beydes unendlich klein gedacht werden.' Diese Vorstellung 
&e£t* offenbar der Newtonschen FlubdöÄemiH*au»£ ^Mtn Grunde« 




Jlachfönmg^öYtsetzen würde, \*lwirf seitie^Oescl^nkidigkeit unver- 
ankert bliebe. Soll diese aber beständig fcUttehmenj so imtfs man, 
tim 1 diese Zunahme bestimmen zu können, nach jener Stelle eine 
ih^fe6 nahe folgende annehmen , dafslefelertvAn der erster« ganzi nicht 
^liMtishchddert ist, und daher äW Bittife" 0wischl*i *nen kleiner, 
*a}£ red£ abgebuchte ist, damit mäti sidh^ die^Be Wegufiig BisJ»tir % weyteu 
£telW kfe vollkommen gfeichfdrittig, ^viti&r die Vermehrung der Ge- 
Schwinifigkeit so ansehen kann, als ob kife erst in der aweyten Stelle 
erfplgte. Es ist also klar , daiVdte' Fluxionenredmung eben so. unver- 
tae^ch auf die Idee de* ürtendüohklei nett fuhrt, als die Differenz 
W&<fin)xng , un* daft^feoi , Wehri / d»esei : nidit ein**b*olwte Null, soo- 
lä^fh'eilie frftkKche ÖräßfeWstellän Sollte ,^^beyde rWÄsensihaften 
in ^clcsfcht <fcr (frfindlidhfceirsidfc irt glekher Lage befinden wurden 
'(ii.)f so sehr auch Kästner tti Rücksicht der teründliöhkek derFluxi» 
bnenredmung den Vorzug 1 ' vor Öter ! Diffcfrenti^ectau^ au geben 



die Mafehfem^|bi|t,aH€^e IfoM* JAj^pcty^pc^ f ü/JÄ ^ Äfß^ 
dennoch in den offenbarst, \^d^^fUQk^ 

man darunter nicht eine absolute Null, sondern eine wirkliche Grolse 
denken wollte. Schon der Begrifjfcselbst zeigt dieses deutlich. Denn 




km , ttft t sich mit 4e« ##*/?$*ep ßflHrfc fyvxefaen. . Jjffl», Wf fl» Jflftjt 

eine Gröfceii*»0ch.$o^eteig^^ V.W^^JPPßRtW 

Menge ditser TJ^ik^^j^, ^ je^ de^&ben itopj^ ffi J{%&$r 
KchÄrTJie&f,,*^ 

Soll dahe*«ine Gs^fca kfc^ex $eyn, ; gif jede angebliche r odep t $hwf]$e 
gleichartigeN&rfcfee; sajiutfs erein uaendlichvielster , d. i. ein soJicixer 
Theäl derselben . *?y n , der* ynewUich vielemale genommen y die , endli- 
che Gcdfseak d*^ Q^tß^^^fp^ ^Bein eip/tfi, Theii uTifndfati #*$• 
ww/ ttehn*»*, ih$ifc|,*to #^ ,. ^ i feW^^Fn)W 

de*holttög<jÄöf*^ $Jf 

begnenasen; mil^wi^^fgrfn^.od» en.dlicKe.Q^öfte g^beu, 6^- 
dern etaw.u^^^dJi^^Ur^raewgen streben. Also ist ein unecydlibhyiei- 
ster T/flfrf &vH& { eydfehen&w&ß <$w Ti*eii, der unendjichk viejr^l jje- 
nomraen, ^^^^^^(Qr&f^T^/ll giebt, mithin ein.sudise^bs^ wiq?ijr 
jpwehfenfontfhf&h^^ 
ritt'eiriEGbe^iro^ 

als w«Jnn marfdufrGrö&B selbst als izflendUchjgraTs d.ep^t*, fSpi^st ^ & 
jede Zahl eb nneivüichvielatei?,- Theil einer iiri&iittichp\ Mevgc> ,>**$ 
jede endlicheLkik ein, unendlictv^elster Theil einer unend\ictieri tinity 
denn man Ba&fs # .sqwoWi dfc Ztftf,, «üs-di* endlich^ Jin^ n u^e^tt^ 

*iwg€fgen-«bv7Thbü^-so.W^ iMW&^qfc^ wrcrf^.^^^Ä^Wf 
TnehrmaligeAfWiederlrol^nedne tndMcJier, d. i. vötfig } qegrfnfite^ Qrpise 
erzeugen«; bo isft von sejbst klar* dafe- seine %yie^ejrholung. irgendwo 
aufhören odeo be^uttÄ^fc^w^enii^uJ^, d<ena ^ejtzf n?au dieser keinfe 
Grenze , so kann auch die dadurch zu erzeugende Gröfse* keine ^rhat" 



^^#1^^ riafcjedär itieil einer 

q^d^a,prj9lV^ 9r 40 klein er auch gedacht werden» mag, ein blof» 
cadlichvidsfer Tbeii rpn ihr aeyg kann, .mithin eU unendlich kleiner 
^h^il (eiwr endlichen (Jrplse , als Theol von ihr , d, L al&eine ihr gleich* 
qrtfge Graf se gefacht, ein offenbater Widerspruch ist« Richtig und 
{ftty^}P^f% i§t r daher der Satz * d&fc jede Linie ssitk ins Uncndlidie 
ihfifyf}< liefet , dfiJW 4* : J^d^r . Theil , einer Ii*ie selbst; eftto Linie , und 
ffpfc £^e;jfcifiip ^Vü^gpdehii tös , theübto ist? iowt jeder Thfeil «inet 
l^i^W^ep: , ttoejütbar * , also kann» maa die Theäung beständig fort* 
aetoen, „ Q^ne damit jemals aufhören au dürfen, mithin ist es ein Wi- 
^er^pvuchi, diese Theüung je als bereits vollendet anzusehen. Wollte 
man JUing£ge# saeen : die Linie > vorausgesetzt daß sie endlich ist , i** 
<f#s weidlich qi&n.T heilen zusamt y ex gesetit; so wäre dieses offen« 
^at uug^reipU t . denn nuu erklärte nura das ohne Auf hiftren mögliche 
^heilen der Linie, schon für bereift* geschehen und vollendet, und 
yreim man rückwärts aus diesem dadurch erhaltenen unendlichviel- 
^ten Theil, welcher, wohl zu merken, ab der dwreh ein nie aufhö- 
rendes, und gleichwohl schon vollendetes, mithin .wirklich nufgeltör* 
eps Theijen erhaltene letzte gedacht werden mu&te^ die^gietheike Li* 
^ t nieder zusammensetzen wollte; so «nifcie .maiv T nun -2U ihrem 
Endpunkt zu gelangen, mit demimend liehen; <L L »niemals *Uf hören- 
den Wiederholen desselben, gleichwohl wirklich enmal aufhören! 



•9* 

Da sich also das Unendl^hkleifce ga* »Mit *& efai Theil einer 
endlichen Größe ? mithin du^<?Uus^i^t6ls eine ih^ gleichartige Gröfse 
gedacht werden kann, weil er sonst ein unendlichvielster 9 d. i. wider- 
sprechender Theil von ihr seyn müßte, und die Idee 'des unendlich« 
vieliten Theils, wie gezeigt worden , gleichwohl dem Mathematiker 
tjicht nur unvermeidlich , sondern, auch in der That von jeher die 
Mutter der wichtigsten Erfindungen gewesen ist; so ist klar, dafa 
4ieselb$ i*ipht$ anders, als eine blo[$ti Hevti&istfte Fictionißt, zu weU 
eher- aber dsr ipenschliohe Geist , vermöge seiner Natur, sieh nothwett- 
dig gedrungen fühlt, wofern £eioe Forschungen nkht sehr bald ganz-* 
lieh gehemmt werden sollen. Alkin. da ein Theil einer endlichen 
Gröfse, sobajd er al% ein ugfqdM^TOktfttt eatdiqhtet>wird r gar nicht 



mehr alB Tbe&} rpithm gar »ioht mehr ä!5; gleicharü^ &äfs£%Ud&Üit 
^ erden kann; ifioifalgt/hieraus von selbst , dirfi man ^ichÜn'tdr deftt' 
selben nichts anders** als blofse Grenze oder Anfang, mithin ni&its ari- 
der s^ als Mangel der ßröfse, und daher in Rücksicht dieser als fein 
wahres Nicht* denken kann. Also ist der unendKchvielste Theil 
einer Za/tZ keine JZahl, sondern eine blofee Null, der inifemtllichvielstö 
Theil einer eadlichen Linie keine Linie, so Adern blölfePtitik^^tf^urierid^ 
lichvielste Theil emer Fladt« nicht Fläche, söndeHi Bloß &rfchki röü 
ihr, nämlich Linie, mithin als Fläche befrachtet, eni absoluta 'Nichts} 
der unendüchvielste Theil eines Körpers blofs Fläche , mithin al* Kör* 
per ein absolutes Nicfas , ilindeben so ein nkencflichvielster Theil einer 
Zeitdauer nicht Zeitdauer, sondern blofs Zeitanfang od&r Zeitpunkt 
u. s. w. Hieraus» läfst sioh »o& au gleich die Idee berichtigen , die triärt 
sich gewöhnlich Vota dem sogenannten Moment einer Kraft, d. i. Von 
derjenigen Gfröfse derselben macht, niik welcher sie fcu wirken dn* 
fängt. So fallt. vermöge der Schwere jeder Körper auf der Erde iü 
der ersten Zeitsecunde etwa 15 Fnfs. Allein da die Schwere in den 
Jtörper unaufhörlich wirkt; so nimmt der Fall während dieser Zeit- 
secunde in jedem Augenblicke zu , und ist daher am Endo : derselben? 
weit gröfeer, als er. am Anfange derselben War. Es erftsteht'also drrf 
Frage: durth welche* Theil von 15 Füfs fallt er im Anfange? Di^ 
Bestimmung dieses Tbeils nentit man darum das Moment der Schwere 
auf der Oberfläche der Erde. Der Mond fällt nach der Erde in der 
ersten Zeitsecunde durch eine Linie, die etwa 3600 mal kleiner, als 
15 Fp& istv Die Bestümttuttg , durch welchen Theil dieser Lini^ er 
im Anfange dieser Zeitsecunde fällt , nennt man eben so das Moment 
der Schwere in der Gegend dtes Mondes, und es scheint also, dafs das 
eme Moment weit gröfser , als das letztere , mithin jedes dieser M(> 
piente eine reelle Gröfse seyn müsse. Allein soll man sich ein derglet 
chen Moment denken , so mnfs man einen Theil der Zeitsecunde alt) 
den irrten, und > diesen so kteta annehmen, dafs während desselben 
die Zunahme des Falls Null , und daher der Fall selbst vollkommen 
gleichförmig ist, midiin nrafs der erforderte Zeittheil «in unendlich* 
pielster. Theil der Secunde, d: i. kein Zeittheil. sondern -ein blofser 
Augenblick oder Zeitpunkt, und die darin durchlaufene Linie, öder dar 
Moment der Schwere, • eitt bloßer geometrischer Punkt seyn.' 
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aus dem BegrflFdes Unendlichklemen nerleiten , sondern iugfeich nach 
&& fti&l* J** ^allgf pieken , £ r^mejik. od.w . .Gröfsenlehre , aufs 
strengste demonStriren. Wenn man nämlich die unendliche Menge 

Ine finBcuas toJM^r'docislwicr sjxöwdfohvteWeThdi 
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1 Also ist von j*der 6n dfidhen Größe o ihr unen<Mk*%Vi*lst*t- Theil 

— - ss a — a = o , und hieraus fblgg zugleich; dafs - s=s oo , mithin 

jede endliche Gröfse durch o dividftt / iJnenaucn grols ist. Dieser 
wäy&'Bdtfc afeer Mftfi öith ^ gt^hdpifivMkBzbtt«ähgprAdem W- 
yv eisen, tmd aus ihm folgt dann rückwärts der erste« : Penn, nach den 

Regeln der Division ist allgemein t zg a + xa + xa 2 +#* a+. . # , 
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Vau Kr eirie' Zahl "auch * tfeyA mag.- Mariie«e f *llH) xtti) so ist 
-=5;a+a+a+a+. . ♦ . ss 09 <*, also J2_ ss o .« =S o. 

ö' ' CO ' ... 

- ,, .,, Ist aber — sq.: so mufs aucha=o'. <o seyn, und dieses könnte 



von einer anaern Art, t.. b. eine ■ lAtae , ein vewionc eia seyn Kenn, 
weil jed£s Zählen pro du et selbst eine Änhl, ijnd nicht eine andere- Art 
GVöfse fet lj i^neilf ' dife$e ( Vrirmeint« ' Ungffrftiaufa«! ^faU t, * w«ui man 



nur auf den wahren Sinn des Sarges Acht hat, nicht nur von selbst 
weg, sonderest vkhiiehr die beste Bestätigung desselben. Denn in 
dein Satze n^sp'.'to würde. offenbar uiiejlanBt l 'sej'|n, : ilje^ün in ^inem 

andern Sinne zu nehmen, als den sie m dem Satze ^r-'2= d i; ft*rf{ 'Atta 

' ; • '■ r '■■ ' "■■■'T*:i-.i;i-0 üJOH-jilrt 

welchem der er &wro -a m>; »hergeiete* xvofdafl s Mftn, s^tqe^al#op|i 

11 o rt , ■ n 

diesem ö^--=^e5= '&> n^fs^Mci^a^^8i9i^«»<^Mll«fff^»fiaa>a 

den unendlicliviclsr.cn Theil einer GWfs*« «na.rtdMcltt"Wetaüil VtttaMrfj 
so hat man die Gröfse « selbst, und dietoer Satz 1 ist <J*ch jntml richtig. 
Ich habe diese Bemerkung bloß- bfeygteftigt, um bey Anfängern vor- 

- — Vi- - ■■■- -ii -« a 

zubauen, dafs wenn aus.4ea..Sälzfi , n i . ■=■=<>, und -=s eo Widersprü- 
che zu folgen scheinen , sie dieselben nicht voreilig für wirkliche Wi- 
der-'pniühto.hrfttf«, sondern. fest überzeugt seyn können,; dafe diese 
Widersprüche verschwinden , sobald mau nur statt der vorkommen- 
den Nullen. dieÄusdrücke — r, — u. s. w. setzt, aus welchen sie fflr 
- -! i-, i »-M 4 , , » i nLT..,in« , 1 ifli:... 1 . „ .,;:,.,., ^i 

den -winerBpreiiwBd' seÜeinendenSiftz gefolgert sind. So istz.B.,g^m! 

richtig — = — -=o, folglich u : ■ — , aber hieraus folgt gar, nicht, 
dafe i^=w^ 6ot^«»,da IK g> == ; a„9., ,vnd ^s=; »a.o.j, so.^ganp 

richtig i.o=lB.o, mithin auch i : J2 = 0:0, oder ^ — g, (wie 
ich bald zeigen werde) ungleichen £ =. ^p, dafs aber 'aüch r 'dieser 
letzte Salz unter gewissen Einschränkungen in unzähligen Fällen rich- 
tig ist, habe ich in meiner' Theorie des Unendlichen S^rfcS' unter 
tuulerni §. 43,. ftafiige.&ew 
»an; mii dettttinondliclhviel 
etc. rechnen- will, .tÜeselbo 
afcsoluie.Nall, muthin dem 
Wohl von einfinde r unterscl 
oben Baiwli,3usdr ücke« ja w 



übe. r 

flfcfe: ■^%P^S l «Ä f und dafs nlrm&wuSjfoTa^ 

dasselbe Zeichen o ausdrücken wollte, gar keine Rechnung mit ihnen 
tadglicfe iv*ei 'Böobachtet uikn üiete Regel; soiät es tuniiöglich, dafs 

$i* Sä tzp ^ == 9| j uijdj /- x?2/p auf irgend efopn Wider$j>ruph fuhren kpnn- 

4*8«, «9I«P%i»bar ff ÄW|^^\mf «^ff-^SoxHfWÄ- ftiNfftH^»«»' «W Ein- 
wurf scheinbarer seyn , afe derjenige, der mir ehemals wirHictegemächt 

d i. dieOr^ndzahJ des . natürlichenJLogarithmen- 'Systems ist. Allein 
ich* zeigten meinet voVenvähtoterfThe6ria,^e& Ünen<J riehen / die über 
die gegenwärtige Materie überhaup^y^l Licht rerbreitet.1^42. aufs 

strengste, dafs die Potenz (1 4- — ) Ä $= &, 718«- • • gerade* nur unter 
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der BftHrtgwg wahr seyn kann, vren» g^au-— c»o ist, und dafs 

also der ganze Einwurf eine deutliche Bestätigung des letztern Satzes ist 

'JJ77 # U*TS'h.':»< >■■' ♦' ' ■ ,<• . 11 >;-. i nl:*^-'. //Jil*3 *liJirJ»-Mi 

:>)'i > I * > i ur» r. j '„ . * * . • - ifcj.M ir» ■ ; I j-i!« -jj ' m 1 T *•!' ' f » * . 

, '"* So ist es denn Von allen Seiten gewifs, dafs ijie Differentiale die, 
&y 9 d * elc/ nichts tveiteir als fingirte unendlicliviehte .Tlicile ihrer 
Gröfsenx, y % z etc., und eben daher keine Cri'öfseri, sondern im 
Strengsten Sinne Nullen sind, und dafs also die bequemen Ausdrücke 

x my 

4*f\\dYWü* eiganükh niete* a94w4^Wf^^^i9l s rf^J^^-35- 1Btc • , 8 ° 
däfs than aÖemahf jene statt dieser, t*nd ditise statt jener setzen kann. 

Sakanninata statt d.» 1 zssua:dxi( K i6.) 9 d.x^«*»*--^ seteen, denn 



wenn x um — \vachst : so wachst x* um äx.«-^ — c • folglich ist 

CO CO 00 * 

^x^söäiX ii^ 4^-^y.mkhitt^-a^ : ^s^^^^^j «e^Cix*. also 
difr -sbt i^V^/ waiieh aber scgltfeÄ *!%***«*& fl^ Au^rntktf* 



*Af 



cinefweit.böqüiemeif^IVwhntutg.^bt äU»-Wr .Eben ^qjka^it tftoft 

umgekehrt -^ in dx verwandt, ^linWjöiinid.dife Gf\*ndz4U c i*W 
m der Modul eines Iogarithmiseheti Syst^a ; ist ;- ?p 4$*»«*** 

ff X ' ^ *Ä? 

Zahly um — >^-- Setzt ^nan aTso für *c «üe> Ztmafepie i ^ ■»>» <fa> 
und für y die Zunahme — . ^ i==; e?YJ sp ist dy = — - f ' unl 

dx= --, mithin d.ly= rf und dyz=zy.d.ly 9 wo sich 

also das Differential des Logarithmen unmittelbar ergiebt. Über- 
haupt ist gekannt; dafoohos die Differentialrechnung t itorcb dqp -dir 
recten Gj^^apch ,dei: unendU<jhviektei? Theile sehr schwere Theorie* 
sich nicht nur entwickeln lassen, sondern dafs dieses Verfahren, wie 
meine obige Theorie der Logarithmen zeigt , oft ungemein leichte 
und kurze TH^qri$i| liefert, , Indessen wurde dasselbe in unzähligen 
Fällen zu yerwickelt und unbrauchbar werden , wo die DifferentiaJ- 
x echnung sehr kurze Wege eröffnet. 

3»- 
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Eiter • w** : 'der* 1 . #i«Af ,■ { der » ■ seinett' Tnsii*U&, * tattul. <diffl ^L 

wohl in der Vorrede, als Gap. III. öffentlich und mit Festigkeif 

behauptete, dafs die sogenannten unendlichkleinen Größen, mithin 

«auch die Differentialen absolute Nullen, und daher jedes Differential- 

d x 
^prb^Umf^ — tzzjfr öt - . Aber ^ «r djijßses fwf unget weifest hie^, 

so entstand nun eben die zw^yte schwierige Frage (24^), wie können 
blofse Nullen im geometrischen Verhaltaaiis stehen ?♦ Um diese. Frage 
xu beantworten, behauptete Euler a. a. O. Cap. HL $. 84* dafs zwar 
Wl!w#Aj Y$fJ«W* suchen zjftj Nul^n älexqal ein Jefr 

-' Dd 2 
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hllftfö 4«TGteck$w** wate* ntohfciahär das^eoaietmcMe/rohil&m in 

di^^4i«^öKiUli«0tltv^ t rJi<U3 grdfser seyu mü^ei^ als. dieatulere, 

ufl4ilHWfiifetidi«»«e £©>: u'FaGiUwteJwcperspiciäucr ein hat prapertione 

gfiQtttftii&ibl^.&xQ'iQ - U« *quat£rmbiusquattus \es£ ns o uti tertius. 

J^^nat^^aut^miproporäanis^ciimt^rtninxisp^bnus duplo fit major f 

cpMrnjMWtdi&>\*Ji<te6Htest, ut\*l tertius duplomahorsit quam* 

^yfcojr ftj4$.'/-i^Hi*Jfei*$! «aohtofeftt fdrner j daftiy obgUich; die unendlich* 

lltei^^ , e ea aikanoch r wenn 

man sie im geometrischen Verhältnisse betrachtet, unendlich viele 

ttrdmiSgtti* dW&Ib*ti ! gfcbfetf kSntfe, tiÄd er behielt Aifle* in seinen 

Principien der Differentialrechnung die damals gewöhnliche Art des 

lfr#*™g* fesjfr?; /Allein ItUtis* einleuchtend ( tbtfsfc -wenn der Satz 

dx *£■ 

-jr s*F= jgfimr, ^q|M4cffiBäd?ftgi*ng wqjre < dafseiberatobluüdDftili gröfcer 

als die andere ist, die ganze Differentialrechnung a\if einem Grunde 
rubele, dessen Ungereimtheit unwiderlegbar wäre. Es war daher 
n^rji^ <}afs mafi jene Schwierigkeit auf eine andere Art zu heben 
suchte. Kästner, Karsten etc. suchten daher das Fundament der Dif- 
f&tfittÄll¥*clmting so zu legen, däft rnätTdäs , ÜriWöli l (ftkkärJb , Entwe- 
der ganfctaritbehren , oder rTenh man* der v> Körfce 'Wegsei '' diesen Aus* 
dfUck gebrauchen "wollte, der' Sinn desselben 1 eiheni jeden deutlich 
Wäre; und f filmten deshalb alles auf den Newtötischen B^^riff der 
Grenzen, oder der ersten und letxteh Verhältnisse iurtick, von weh 
dVmEider a. a. O. selbst fceigt ; dafs dieäe'zü finden, der ganze Zweck 
der* 'Differentialrechnuno: ist, und dafs dieses? hti derTfhat der wahre 
Btem und Zweck »der Diflerentiai verhäl t^se sey / *i$t \ ö 3.) entwickelt 
forden. ^ < : /"' 

Kästner erklärte es in der vierten* Anmerkung der Vorrede seiner 
Anfangsgründe der Analysis des Unendlichen für unerlaubt, von dem 
beständigen VerhäJtnif?» zweyer veränderlichen Gröfsen auf das Ver- 
h^ltnSfo'deSÄeil^iVstJhiiefsttii Üäsiiötfi'bUibt, wenn UieGröfcetf wV/if 

inelir, sind , * d. i. — noch für ein Verliältnifs zuhalten, wenn d&, dy 

d v 

dx . . , ■ 

absolute Nullen, mithin — är§ «ind, und 'sucht diesen Satz auft 

... • ,., s -. „ dy , - m r -.,.. • -x ,_ - - • 



beste IScherlieb znnttccheB. i Ert.maoht tbrher tmhkiptöC&b tftt©&d 
schied zwi*ch4n eiaei*wn$<?/«;Ätt^<&^ 

<fcmrt<ärof*e; rtmheidcläi>tydie< ersCere ährtfas *ö£en«mrkd Ün^li**tf 
kleine, nicht durch eine Grö&e,» die kleiner als jede »geblieht Grö&& 
ist, sondern kleiner > als eine -solche werden kann. • Bitt^Oröfetf, 4ag£ 
er daher , näherbfifib <anera, Wertbe^ derinnähihr© Örenve'mttätj -tw? 
eruäic &,-■ w eott ihn Unterschied vonidi^jami^V^e^hei^itelfcer'; ^aU >>d<* 
Gräfte würde* JUinn f , die sicii: airgebeba 4Äf6 1; : Wlöiiii^ab%p^feftt Ö^y^Ä^ 

_— ==: *x+ Acp'Cßöy sjich.jdiem Werthe ex ufu^41i^ qähertu »Äft 

.. • a l x % " ' - Ui ' ' : ' . «i • •" ••••: '»• r ~ 

kann füu *4^-^- jeder Waztfcgesbttt werden, der ^rfwiscfrai s^^ittF 

2.»4> >A üi£5flkii'!(Mkii-dkrfla1w ^ WWrtai*^^to^^A>AW f ^bdfr==*CT^ 
schwinden lassen, d. i. an/iehrnen, d%[$ sie kleine? werden ^nn,,aV 
iecle Gröfse, die slclr. angeben lätsf, und die Grenze, die man statt 

A • X 

i— — brauchten kann , - ist < 4 x. Allein durch alle diese subtileA Dfc 

6tiju:üopw,?wipc^^.^r^%Mfffiß und v6«c7*Ä>w*d«ii -jggr*.» urtd *wan 
achen sidj.^erjj^r^^e.^^^/i^ ?füfrfim m wd.&ieberetistrreicJisJwbeniy 
■wird, offpnf>a£ fiiirvJ^er^ßiusicht wicht d«3 geringste gewttwe«, ^orv^ 
dern vielmehr (^e^stfe^g^Riq^tig^eU: der Differentialrechnung in defc 
That verdächtig gedacht, DzxtyL man«di ticke sich aus 7 wie man wollet' 
so steht daß $wig festig da(s,s.;c-tr»A #= s x. im tfrertgen w<*fiie*natib> 
sch$n £ioqft nf fiM*4?r» WT^V. ?fiyfli k^n, als wewft.A^l W. tf*ö»ysti«t, 
Suines^o* und aJ^jGi^fee^etyafil^l;, völlig wr^ttüM^^^ixw«^ 
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hin auch nicht anders = 2 x seyn kann, als wenn ^= -g 

' v. ^a» * A»' ' 

igt. .:,•»••. • \ « -. * . . • \ V. 
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frieden, sondern warf ihr be^ändig vor, dafs man, die aus derselben 
hergeleitetenrSätr^iMir ^h&ynahe \v*hr ansehen könnte. 1 ' E^'pfrich- - 
tete daher der Eulerschen Behauptung völlig bey ," dafs die Differen- 
tialen nichts weitev.al^NwWwsiMd^ *lb*n da^niviil^r^ecAlifhl^te 
Nullen gleich sind; so schlofft er in se^tf^nf an gs gründen der ma» 



— «4 — 

^ymftftitffc 4ttiti$bt$>, iyöß\l JhsekttithliH $. *?*, «dirfk alle Vferglei* 
«fauiig sHwiaehwähhütt weg&ilfi^uod rtfennsdahetf >&vxa=r*), a^3> : =o 

fcwiaebe» iKüufcn r bofigdlich; teyy Maden) hMs, feuf ctie!Grtnz* -Jf, oder 

fficfltMstÖ^igei fl ltes^ Allein dafs 

ätiJ j ato rflrfrWB Stftwierigkei* fließt gehoben , 'sonöem vergrößert 
W ifd-, ;" iSt «ihtenchtend. Denn nach seiner eigenen Definition heißt 

^j r ^ u 5f^ geJetzt worden. .Wenn alsp flaGji ^in#p£e^nptut>g in 
diesem ihreri Zustande keine Vergleichung f mithin Auch kein V'er* 
häÜnbfs zioijchän ihnen möglich ist,, .wie kasta dann, nach aufgehoben 
nem f r erhäUnifs > •> noch der Exponent al^ Grenze zurückbleiben? 
W&ide Woraus nicht vielmehr strenge fblg&riV tfafö' XititiMt feben so 

Widersprechend sey, als das for^UniC^ : ."n =^;| ^elb^ ^sen Ex- 
ponent er ist, und dafs also in der Gleichung — • — ssr * x -J- a # der 

Werth qx sich dem Verhältnisse — - — Ätfar immer mehr* nähern, 
aber ihn nifebials erreichen könne, weil in diesem Falte das Verhält« 



< » ' 



A • x 3 "" " * * 

nife - — - — * dn sich widersprechender Betriff werden müfste. Und 

- * . ■■£[£ ••.:•■■ q •. . 

" V.. d.x % 

#i«st ^anv'weim^ >gar loein, Vwhiluiifs^tv befogt^mit dem- 

selben als einem solcheh' zu rechnen,? , M . 

Im Berlinischen Magazin der Wissenschaften tmrf Künste, tivey* 
terfimtd ; ierstes St~ 1784. . 8. - 1 *-?• 7; ««d in 4*** jinftmgsgründen der 
&ffirenlM*Uim&h&gmU Avritmtüg f *atn Qebrauch cb& Ingenieurs 
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und ArtiHeidsten*, von Uniir* JRänigt Pmtfs. Qßjjtefi}- HASv luft^. 

h* den t'varxk^ sucht mnni der Schwierigkeit? m£ ^mtmt&mm* vetmi» 

derte Art ausaimveidheB// lwbeyAenigBto&Vtii&&j{M$ifo 

. ,dx 

tialen blofeeNullenjsind, dagegeaab«: wird gei^ugtieti, i daß i-w- lasx^'-g 




hält, wenn ai^premente von x, yz^q werfjpn, . v f^/O&nlftiftfi ,fi| 
f? in der letzten Schrift,, d. E7, dx,,4y u, s. >y. yorkojnjneft, sp r l}eaei>- 
„ Leu diese Ausdrucke Null. |Nun ist mau aber üb^rjgmgeApmfneru 

1 TT A TT f 

,', solche Ausdrucke^ Wie -^v ti. s. W/ f obgteitti Ss# dl&A dicht* 

dx dy -s. . a 

n weiter als Wirf? sind' , J 4tb : Zeichen amunehffien , vro&iitcti üatf Bof^n 

„ gewiss*!: Grofstii Angedeutet wird. 'Der Ausdruck sr'—^- 'zeigt 1 ald^ 

.■•■.'• - ' dop * : - .jm 

„keirtesweges so. §*an ,• sondern man will damit so viel sagen, 4a& oft 
„mit &vef^wipeR,Qröftf f flache, das Zeichen *-- tW^iiWm 

„tipHckt 1 Wöttlfcft sey: fTingegen ist der Ausdruck dx — - 'weite* 

dy 

„nichts, al§ $fuü. u Dieser letzte Satz; ist in allen Fällen ..wo eat- 

dU '~ \. dU ' . .. ! '* 

Weder -— =s o, oder -— ==j a r d. i. einer endlichen Gröfse gleich 

. ,. #> • ••vjv*-' * • 3S Vi ■» ■ 'i ■ V - >-- »»■■4" 

ist, allerdings richtig , weil sowojü 0.0 = 0, als auch o.a = o isty 
aber wenn — =3 cp ist; so ist, da dx = — ist, dx — ;= x (30« 

Die übrigen Sätze hingegen sind offenbare Widersprüche. Denn be- 

flTT 
hftupteit, 1) ckft dJJax&+diyinV r iimd gleichwohl nicht ^ •«=» & 

a) dafs jederzeit -— — o, und gleichwohl ==a. d. i. eine Öröfse 

dy - > b - dy > , V m ...« ^ 

ist, mit welcher muUipImrt werden soll, 3) dafe die Richtigkeit 
der 'BiffwermaJbrMlmiin^ auf d$r Uetertiukunfi dtt> AoaJyatüft beruhe; 




Jtff* bukatoeMubimZwitimk i$»aie^ , alt 

ifvu^lg Mli*t>7J fr*!-*-« ■ .: **j • i»,-i € l ;,• . i- # : • ; O j- 

*>0t Bftnesi«ftM»i«bw »a*ito*mlE&lkttfeififtt^^ 

Nullen i*t, als dafs alle Nullen einander gleich find; so liUfifcgttfcschop 
voraus vermuthen, dafs der Widerspruch zwischen diesen beycten 
Sätzen blofs scheinbar sey, und dh% man also bey dieser un^ewöfin* 
fräxal Äyte ifate$ +im w.afa*i» 6efid>&]MUtk; wbem&ÄrfiaKe, aus 
mMdwofctte ]wirlWto«rw4e]>^diu£». Attd i*MrOW*]ägt.*iGfe diese 
Jiftmuubfciap *nf «im ^afac>lttAteiti<diPifidtiirtijiitet^h dtasttfngste 
^•brMA^eihowttt^ w % j ft i A/ »uf /i ^t8B hy » p id a 

^htafeifeHhflp» pfragfe kb: trob*: Jäfei ariiiclufcMMnr, dals in 
äMuPrtipoiltap £ i i r30^vdÄcrßtÄNu%:weyi»^^rofctrseyB müsse, 
«te*ii& >*W*y>t*3 . Daher ^sagfcfiulav mit) <to*btt£nitoGi»*4>4 *ma) 
£rifs«ai*, aab das; zwaytev^a^dwidEffttt«» itmlgröficnteyii^nüssc, 
i&Kda*>p(*rt*i< : Ottern uüe^rf ,ÄXaü^*^Cf>ÄipoÄ,^»em Nieder 
«rirgenniuaüt wirkliche Grpü*en findig it ahnflBagpHfeemito gültige Satz, 
wird /tzf sehr unrichtig angewandt Dieses einzusehen , , dat£ man 
HuV ahf den Beiueis stheh* 1 auf welchem sohle Wahrhaft beruht Man 
^^u^ttch,. ip der ffSQpfyiijizfrszfädttßy- de* Exponent des 
Verhältnisses aibzzzn; so ista = ri6 f und c=nd. Nim $ey «>&; 
lö i*t» Ö*tf , 'fol^Uekuu* ah ,;n*2 <£*?£, ?a1a4«* Jtrf^=:^lBÖ^ie^ istJoffenbar, 
dafs der Satz: wenn n> m so Lt nd^>d zwar all gemein wahr ist, 

d=o setzt, denn da immeroX«=oXi ist, was für eine Zahl n 
auch seyu mag; so ist in diesem Falle nd=d, also auch!* ssn«£. 

Hier ist also der besondere, aber in Rucksicht seiner Anwendung 
rieh sehr weit erstreckende Fall»,* in welchem, ohne irgend einen 
smtym*f**(h ^ tdlSr fraMäU&ß ^w^aE^igl &liC m mitmter Aäa Ver- 
-Jtofttwiffc »we^r ! £tefth*n gfö*h*B*yii kaatiy imwttcb^enn <K* letxiem 
• fceyite-Miifert Sind , * oad so^bftt mun Rick ohn^Aund gefurchtet, dafs 
tfeyto'ktte'AtZa* eia» Ungleithlteit Her Nullt* mi nehmen mufste, wenn 
»I^UtetftftMIBiak» ji«v riy *»iv*WüMli#^iiitoÄ^ *uttlal*h«r .«i« 
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Attsdrocfr3ydbftfr<hft t ft^ 

tes g*ome*i«ihe**arktotAÄ /hd*m> **tid. - yjalmaHr .folge Aa^ mSä 
dem Satze, dafs in jeder geometrittAan>1^rqi<wrii»i da| Bitoadefrjdbd 
beyden aufsersten Glieder dem Producta der beyden mittlem gleich 
seyn mufft, dafs wenn die Proportion s:isbo:o richtig Myn dsH, 
noth wendig a*oban In; ixith» nile -Maltae* a» ^■idbimetf auch 
die eine m^a*haien»sn*g^ afcdae aaiiare/ ^tiitfta^dMcnAi? gbtdl 

a # " I * 

. . » : . • : . s i -i - . :.t ff > f j# .*;•■.'• . * 1 1 !**• # *»•«.. i » f 

Obgleich als» die gtercäcbwierigkafe, wi* fiafta *ftp* UkaNt 

sich so leicht haben ttfet, de* et &et fliafreniia«rf>»e» wi*>aie<de» 

Analysten e© vieleMak^Wae m^hen itnnn«^ ao wkd aa d*cfc«ieift 

imcbenlIbba4jKv <Be »Abtat? (ttaaaa w&cfatlgenndnidnaehs rnadbr ■MlKi' 

in* Lfchtmt antaen* «Man kann denselben auf aide, doppelte Art km* 

tr at l ta n ii , « enfc w n d n * ab. ein geometrisches V*rhäUmfs y «dar aia eine* 

puo*iaB*m oder JJwrit Beteachtet man ihn erstlich als ein geatnetrf»' 

schesVerhahsifs-a:«; an feig t hieraus, daG^)o:o»a:4e)at<»a*«Hty 

g) o:o3Dt:A Daat^X^miXo, iXooboX^ und »Xoa*o)<j* 

ist; ao sind aön <dttqp JfrnpirtioiiBii richtig* Alan tat & entweder 

* ä" •. "»'.**.'*-*• *.. • » - ■*•*/ 

s=s •— , oder = co oder sss. o. Nimmt man iweytens den Ausdrude 5 

o . 

als einen Quotienten oder Bruch; so ist von rteuem klar, dafs entwe* 

gm i • . ■ / 

4er % äj, oder £:=.«*; oder £ *arp seyn kann, weil «aweid, dar 

i * j «• *^* .i.i «. ■ . 

a 
Quotient — , ab «s> t als ö durth dfca Diviso* o mulripUcirt, den DI- 

" •' , 

vidend o giafat» - . ■ 

. •• • * 

Hieran* iae mm voBig klar; t) dafs das T«A5Iowfso^#^iÄ g«x 
wbesürnmtes % und xwsr unter *Uen mfiglkJW Verhnknifee« dfti.oJt«' 
gemeinste iat , wekfcee nicht nur *U* mögliche endlich* mfcumndti- 
che Größen, sondern salbet die NwW unter »ich begaeift,. uaddafs aMP 
*bo mk Rächt aqp» kwbt d**Iia*ptgesc]iäß 4a fM^JMflftlyi)^ 

£e 



sp& 



tik bestehe biofs in d<# JBntwitkeluagade* dfierhaltnisteft o : o-, 2) daft 
yt%lui><fther dte^ASfflysis bey. Aufeuc^rig.^ 

auf das Resultat füh^t x?=^, dieses jedei^jj: eip Beweis isf , dafsder 
Werlh 1 von x ühbekumhb sey, 3) dfcfs der Grund, warum das Ver- 
h^thus ( [p:ö von 90 unendlichem . . Umfapge ist f darin liegt, weil 

«tttsOXJdfcw^d aa-ttXoÄi fcXjttist J Wfeön dffier f^, oder §— 00 , oder 

. -Ssoist; so haben diese Satze eigentlich den Sinn =T> =— 1 

* ' &Xo 6 1X0 1 

0X0 ^ , ; * '/*'•; <*x a co.x ^ o.x 



i i»der *- ss 'fi ebenso, wie maft sagt: — = Tf — ~=— , — ==f. 

, Also ist klar , dals, wenn man nur die Regeln der Arithmetik genau 
Wf^^e^4^Q^$ d^J^i;hnuiig;m^iNiÄ0n^bctij6»)giiäQdliob und 
ag9dicU&ck g^ wifo i^t , ; als die Rechnung mit Tfcricklülwjn* Gt^feek und 
j&ahl?*» Dieses zeigen auch alle Gleijrtiuagien , die sich in % ,vecwun« 
d^lp, wenn man nur den urithiwtischen/OperationBa- tareu bldibt, und 
$bp 4<ttchi $0 Rechnung eritalunea CoeffirienAe» • der Jtiulkn- ' genau 

?ren& man. «ä i» setzt, in diese: gass^'» allein nach 'den Regeln der 



*44— a^ . H-9 • *4 - »-■• ■-'* ■- -• " »■ r ' ^-' ,1 *•■';■' 



so ist 



.. ■ 'i*— x 1.0 1 

Da nun jedes Differential verjhältnifs § ist; so ist, wenn — sss m 

ist, a mag irgend eine Größte, oddr auch o bedeuten, der eigentliche 

efcfe d&dt Dkron^aJ^d^^eikFai^ ßeÜü' & 

c dx 1.0 

1 3S T 

ist dzvszad x. SetÄt ttia» daliet rfxcst r.'o'ta ^^T'f ^o ^ist 

v *3 



~ « 



ietgt sich vollkommen, Wie 'bequem die Ausdrücke dz,» äx sindj,dpw 
flurch diese weifs man, welcher <jr6feedais"BiiFerebfial i.'o, un^welU 
eher das Differential ä.o zugehört, und man, kann mit den^DifFeren- 
tialen eben $$* wie mit wirklichen Gr$feen> ra^ß»^.ß^ft^9q©dBÄ| 
denken, dafs sie Ölofse Nullen sind, «aulser da, wo .sie zu endlichen 
Gröfsetfaddirt, odMrnron ihnen subtrahirt werden sollen», 

t • - - . Li. - 1. >. :- t :. : :*'.i.i - - • i* ■'•'■ '"*»'• •< ' ''"-.J. 

C ^ I I • 

• * -•■ ■_" V "--II. \f 

Da das Differential verhältnifs — nicht nur NulJ, oder unend- 

lieh grofe, o4ev -eine! beständige Gräfte, aoridefti aSx+h^&vetäfiäcr* 
Hohe O^r^eytifkörfn (^4.) ; so ist ktaf , <Aftf$die Diffetentideti H%d^ 
tongeaohtet sie am «ich blo&e Nullen sind, -sich dennoch «ron neuen"! 
differentiiren lassen , und , wenn dieses heue Differentialverhältnifs 
gleich falte eine reränderliche Gröfee ist , diese Differentialeii wn d& 9 
d x wieder ne^et Differentialen gellen kennen , und dafs man. äI^o ryon 
eidenfi Differential v zti imtrier höheren fortgehen kann, nämlich von 
dz, dx f *ls dem erste» .Differential ron sc, x f zun» zweyitn d.dz* 
d.dx f von diesem zum dritten d. ddz. d.ddx, von diesem zum 
vierten d.dddz, sl. dddx u» s« W. Um aber die öftere Wiederholt 
lung des Buchstabens d zu vermeiden , und zugleich einen allgemei- 
nen Aujdrucjc r f}jjc 1 je4^3 höhere J).ifferenüal zu erhalten , druckt man 
d.dz durch d z z t d.ddz durch d* z , d.cfiz durch d* z etc. , und über- 
haupt da$ n te Differential von z durch d n 'z aus, und eben so bezeich- 
net man das zweyte Differential von x durch drx 9 d^s dritte diircfi 
.cfl x etc. , und überhaupt das n" durch d n x. Man setze also über- 

-i ■ '-.fr *"''.'• dz • <>•'•! 

haupt das Differentialverhältnifs — =v, d. i. irgend einer Function 

. Ä dx dxd*z—dzd*x 

» W* glöicm^so iat rfv ^=? d~ 7-^» ■ . .. ' - . . . ■ ■ ■ um <*fr). .. Nu» 

OX O X 3 

setze man z.B. »Äa^o^ist^x^^n^ 1 ^» (äo), und ~«BÄ*r;l 

•*' fix 1 . 

£e fi 



m gMmd , m ,i» , h m- xHu bttrySaBi^ic^jo^,- ^ "' 



i - 



* .♦ '. ' 



dz 
x»*r r *_&*• dxtPx — dzd*x x*h 

J * ° . B** 1 " > — " - ■ • * — -« * rfjfct» p - « o 

AMÄhetGrÄfc« iatf . «o ist klar, JäT» dasselbe 4tobMtt«iMik«iiiNWi 
»öi<äilfifstv und WttM« höher« Diffenratiale <**, 4itaJetc. .möglich 

W%i #?.#% de F Quotient Tjr-' 'uid)t(estiirunt,istji «jT^eÜt .zugleich, 

Ätfe Wen» n^**&eTWDJfffreni&* rf^^Vtrtlttfotife^iitittKriint, das; 

Verhaltmfs der zweyten Differentiale gleichfalls unbestimmt 

d? x 
Meibj, 




ttotWedePäx,! erder dr als fcrrf»ia?ff ? ämfthftien i n Öe^fcHieht dieses, 
«6 fallen dfc fiöhern Differentialen >5;'^i/etc:,* Ader d* y, <% etc. 
Äteyea" So fällt in der Vori£en r ^eichuri§ frzssnl !*»-***"*& 

VF 2 
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** JWtoaß ÄtfÄi ru «^ ! x > Jt"*tetii flt^u« <.4*-i^ .*»■* rf* , also 



<*** d* 
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hieraus fblgr* 4*fr ♦» ■JJ i uai »'», r 1 '" — Sö*to«>lglich 
d r « =n.?ij^i.?2— ö •... «— (r— iji^d^ist» 
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Hieraus erhell^afep, dafs die höhern Differentiale eben so we» 

Graden derselben, und boch weniger, wie EuUrtnemte, mit Nullen, 
vom AikmmmigLi wn iltff it hfcfaiiMrb alsi«ü#r«MaMivwäa«i r das JmdiWati 
xu haben, I3m^a^«^ailfla JVteniMiife an venariHe^ ab oji cfie^Stö* 



Gräften, ja selbst verschieden^ 
söHie r man s& lieber irieflt u&M* 



hö/ierc AnalysU nennen*»* jr 'b • * 



«wwwfflwir ^ifcte mf** «fc w,Ak*w 




liehen .£<$$£■) fcfe uSmmt, ,!I^.WWi . «& Wif^ §#w«$to 
nunghldten.w^en,, %fcisi« erniedrige*, uad M* gM&* ,Wi 
ment als ungereiw* nn4 w^dgrsgrechend untergraben. Ahe*. als #*»% 
lenrrthjnuig,, stf kt i&r FundVnent 40 :fe# u#d unersf bfaterU^, 4% 
das FwMJanjent.dej e^e^ Arithmetik sepist, und j&,% %*%?*£ 

dieses unschätzbare, ■ lehrreiche. |pi gründliche Meisterwerk, nebst 
demddigioF erftchietent nenn -Bj^mälealcbi des-Btug «wxEbauä 
die Leibnizische Differentialrechnung nicht fester begründen könne» 
als fie es^s^ön^ «1* Jt^ÜJ4fe^iüWe^Hn6 ; bi^Ä^ t -j63i<% 
selbst ist. £ xb : x? 



'»•r »« • 9o/i<ärenft3a4iHf dicDiffereritialTbAnuiitV^öl» tkfln^töclte «füllen* 
Rechnung bettnchtet^ indem sie mit ihrmDiffeigntialeti nach eben deri 
ftkgdbV als *mit wirklichen .Grp&eh rechnet, sehen an; sirch ist; so 
streugefist die. auch in ihrer Anwendung auf Jäte Geometrie und Me* 
dmu/r; .nnd-hiednivli änf die ganze tongebcändte Mathematik. Denn 
da sid ihTö »DiflEerentiffleii als ttnendIieh\^ebteTbeUe Endlicher Gröfsen^ 
undebewdeher a& absolute ^lleri^b^rtofcte* j ! und i«o Wahl die Geo* 
jhetvie, sobald' sie krumme Linien ibit gerafcn < verglichen will , ah 
auch die-Meöhanik, sobald sie *äich m5t xtef nnglbieKföftftiigäi Bewe- 
gung beschäftigen will, sich gleichfalls unfenÜ lieh viel&to Theile der 
Tiirie irad Zeit'firigiren mufs'; 5b behält jenebeyihritr Anwendung auf 
diese immer tWnsölben aügemetnen Gesic htspun kt j ' und denselben alfc 
geamnfn>Gang. Lagrange ineynt vrrtar (a, a.'O. q..)/+<dafc cfie^tehtig* 
fceät dieser Anwendung blofs darauf beruhe, weil d&Inthüfci, der dar- 
ans entstehe, dafs man bey der Anwendung in djer That unendlichkleine 
Cröfsen voraussetze, durch einen atidernlrrAum Verbessert und ausge* 
glichen Werde, nämlich durch den. dter daraus Entsteht, dafs man -bey der 
Differentiirung nur die unendlichkleinen *Gröfsen derselben Ordnung 
zurück behält. „Wenn man, sagt er z. B. eine krumme Linie als ein. 
„Polygon von unendlich vielen und T ru gleich vtonnndendlidhklieineti 
9t Seiten betrachtet, und die Verlängerung einer solchen Seite die Tan- 
„gente der krummen Linie ist; so idt kkr, dafs Jtta» «was Irriges 
^voraussetzt, aber der Irrthum wird in desto Calcul durch die Aus- 
;, lassung der unendlichkleineit Oröfsen^ wieder verbessert." Allein, 
9ma**ttßab die Auslassung beym Calcul «eTbst betrifft v so ist diese 
aHerddmgs : unerlaubt, wenn man die ; EÜffet^ehtialen für wirkliche 
titao/ttiiauegiebt, da sie dieses aber, wievbewiesenworden, «nicht sin4, 
sondern bloCse Nullen sind ; so ist ihreAualassung da, wo sie au wirk* 
liehen ;Gr öfeen addiit, oder subtrahirt werden Völlen, kein Irrthum, 
sondern vollkommen rechtmäfcig, und an -dem \2v£afflcte der Djfferen- 
tialreohnvtng eben das wesentliche* Erforderrofs. ^.ben so ist es-bejr 
der AnwenduTTg der Differentialrechnung gleichfdHe ein offenbarer 
• Widerspruch , wenn man die blqfs fiitgirtoen oinendlichvielsten Theile 
. einer Linie für wirtkliqhe Linien ♦ fupd z. B. die Saite eines hlofs fia- 
' git>ten Unendliches für eine ^i&uHkiue Seite kalt, aljer <**& *** ****? 



dieser Kodon nicht mehr als Iiiugji, sondern als blofse Punkte ge* 
dacht' äresdefr, runM dahjefi inu ßalckil v weta* *ie. zu Lißieixiedriic£ oder 
Subtrahiet werden »solieriv( hak» (B.0chtffQageUsseni wiande*} Jatrrobaa 
gleichfalls i Strange bewiesen* Und so ist kläfc* dafeidEiviaiiweipb* 
VofWuarf des« grofeen Oeometers^ dafe ita derAnwendiHigicktfJD^erw? 
tialrechntang der hvümm der ietztern den Irrfrhum>dbB«Htßrn tföxfafa, 
$ere und imkglöiche^dBerdid^/gegtiitidet^eyxi» hwmrff^iiWofwln beydb 
es wirküch-autwritjxwlliGfekleineB Gröfi&i zu ithün rÄätteri „bkeidesiirof 
ges abev* wv^rätaaiv einträgt, dafs dieselben* als i blofs- fidgfarte ,unend* 
Kchvielstep Theileidter Gräften Iceine Gro&eft, sondern Mefsie iNullea 
sirid. AilTsenlem' ist bekannt, dafs mait die wichtigstem SÄteede^ 
Geometrie irad Mechanik , ohtle die DiffereutidirechtiuttgsidumhiideA 
blofsen Gebrauch ;d^>fiag|irt^ i wenn Jaab 

sie als Nülleri *>der ,Pnnkte behandelte y aufe. xichiigatebergeieiAe^ 
wie z. B. VegcCs Vorlesungen, und selbst meine obige Theorie de* 
Logarithmen zeigen. Wäre alcö dieser Gebrauch ein Ir*thum»>w* 
läge- denn hier der zweyte Irrthum, der jenen hätte verbessern und 
ausgleichen können, ■ { 

Nicht* genug aber, dafe die Differentialrechnung sich so wohl/ftp 
sich selbst, alain ihrer Anwendung , durch die gröfseste Strenge au$* 
zeichnet f eoadtrniwasnpch auffallender, aber, unwidersprechüch .gq- 
wüs ißt, ist. dieses, dafs Hur wahres und festes. Fundament zugleich 
dasjemgti^^mf^wekhem /die ganze ßrikndliclJ&it und Strqnge-dep 
höliern Geastwt^ie\uAA Mechanik ruht* Das Fundament von. jener ist 
der Satz? dafs jede* DUFemntiali einen endlichen Grübe nichts andere, 
als tinen.unendliclwieUten Theil>dcr&dhea bedeutet, der aber als ein 
unendlich viektoer gedacht v kein wirklicher, sondern bloA* ßngirter 
Theil der Giöfse, mithin keine* ,ßrröfse, «andern hfofa Mangel der 
Gröf&e,< d.i.. isL&üd&idrtiiharerieine blofse iNulliöt.. Aber eben die* 
aer Satz ; ist euch das Ftmrieinent der .ganzen höhern Geometrie* lind. 
Mechanik. Denrt da J&lvnni* und gerade Linien ganz ungleichartig 
sind; so ist es schlechterdings* unmöglich, sie mit einander zu verglei- 
chen , oder gar diekruntoietdurch die. gerade zu messen , wofejfri man 
die krunuaenkht er*fa mk der<gesaden gleklmrHg tauch tu; Allein >df$ 



•tf>im(f iiti"« '»'i'» irA **T»fli 1n»4ßfai» nrww nniCI .tl nii'|<i-it»i // 
»■ml iDtesffr mmleiÄHJdnolfen'Mdtiwi ijrhiibti. jAittawdaj-innÄ 's»iM 
(McHfolgeridunthidie trnt»dm>6xlaAaommk^ithM t .Matt*« uMi- 
lihtttieÜKr G+emJn völlig wtg<s$hbn,üe4köitharii'. mnW «Mtobeviäi* %•• 
•Vöes«tt; dlürlich toi* «wtey Mriidria^SriMlttwMMlwfl <0—ial Krei*«, 
TlisOiim mi«K <ima Hau iKi*uiHeKMit>ati->lM>A «talxIafe.ifa'UiiK*. 
,Mkl«|lzlM>d>ci>fflh«iiijniMnlH> in« wiM*"rita:<UiH*>i*iai'-»wi r 
(WMaiJtitnl »«* Ui«Bii.^«»nflid.i»Kt«o»lil»Ui™n>jrir«iii«UiliftU(fci« 
Ofttn«er'*ki»b".v*r<n iJ«*gmil'Wii«g«g<**i«arü6»vlimiW«fi l ()l>eB 
,««>S'aocfcgej-'j«J«ii.ah<«ii4!niiiim<« Linj* MUlÄniiiU .'Um <W 
/aiil»n'B»tl>*U*Uil'eri3iak*4ten^«»fsttl*rtäui|i«lM-irmiig«<»s fok 

Di"-) »ihjlitcirii' 
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> him» iilJliH l'l )l|| ■ ■fciJL.dtji 

!-f ity^Ww^fW g* 



«•»- tm$ ■<*- 



Allein auch bey diesem Verfahren eerith er wieder mit eich selbst in 
Widerspruch. Den» wenn er mttr auf diese Art den ersten Special^ 
aanfr tfcengy iU a w i ie ek hadf tatmt<fp uil fc i i Jfcfttgnifc -itann «r-nCti for- 
d*rii»>Ä.t*farii ^e<bay^M>aadanly<diM'B«w«is -aiiiiefaneib,. uonlittti 
auf «ein-blolua Watt glaubeiWsisli, dal» rmt diesen Itsjn Beweis .mehr 

Umofdaskuäi^4»Ss ^gebscfckea* Züsu«>*on utf nach Amat «dDuhr 
«äfter^irdvnalsidfe-^Bmlev «ks ^etaririweretvfflaeileb smÜMWb*, 
folgt, !di£sisi»dt^ gn^daidsBW >**b*l>dbc»st,<ngt.;. AnDcin**. ipeiwl» 
Pimkt« d*r'knennÄifiiini»»ioigeh6i3 A» nm,etnneJMr>\ weaniiB«» 
sieb Torstellt) idaTsiiÖB antra* all«*PimUt*>der.icrBaiBnen LiridetgieB^v 
d.i. mk die»errälkg.(&^l.y>wwö. l ^ia>«.ilt«e.\öD*«Uw>(iiH>cW 
die unvermeidliche Fiction, .■voni#aaihwiaasiWiett\<al«asl^'4ViÜ.iHa^ 

keit ottenW verletzen; «b ist es schlechterdings nothwendlg. diesen 

talz aas der Klasse der Axiome in die Klasse der Theoreme zu setzen, 
nd ihn strenge zu beweisen'/'sRerefjendaHerisi'ih^'Oetmet« un- 
umgänglich genöthigt, 1eäe' kruimn» 'ttnSe ab eine gebrochen ron 
•nendsmMebti-TjielUn'&t iMgMtar.' ' tikil'ttmi Ht noch? mehr 
' " ' ff 



«UritJOekunr^rfllsalieiSHhiiBfe detdfeyrifö >iiidl6nl>#eittoiMe»')lei«u»( 
»Srii^Ibmiia^ed* gfebiMtfeneILM«ti<drailot* Jen i*yd*«ttBnApunk«> 

o^4nftrisA,flJafe ihmbTheitekri»^« 

d^t'i&iiftifiettplftkjd^ 

ad0aKdtf*aitberttfe<dei(«k^^ er» 

imvä^^MAfOTfl^ lata wife<idliiiraBemen*tf** 

fü*gigtöndinid& nj^j^hmsn0io*w§. t*& fttfeigtiiaWk, glätte 

yraU bercrittig^aiian^ 

£^fcst, «teudoofo ein^mnäctelban» iCAlpMariuilHdes teta*lt*fi tfibttts >ist$ 

*$abi mÄBfijfcfe clfc krumm« »Linie ^>^e£rli9idiieadiiohviek» g^r«; 

j£)hiwwtiaiifec*^ 

jfilitimtttbcntel^ j^^ «^i£rfoiftJ*<d^b^4<* 

IiMtgoäteai«üAwiihiMig4*r Gpitx*4 ihiirMafafajfäeatas^^ 
KP* rder, gnadte iirac*i lAktorfaiic» Butt* &e<^rmg*{tatkttfci mit 
^i Juvg^tota LvtM^ *kfr : Treuer , caflimrt ^< iah ^d^^WVg darA 

die /Msmtin#txl.imkri »gfyfcclwitt ahm»; 's» K^o^jdwcfa^^nidit «sta* 

fe ,ÄÄ J4ttfc»»:ö*wtei> k«tet*4afetda*&i^ 

ijpm&wMtete Ausgeben da* jtitduawdtt ih* mctyä «burnd* tvem**!«* 
Mw« »Käftfenr «gt 4al*r ?in, * iHn ro A>wqp^^ 



der ^tiBimwdjrcaibi»^^ 

grifft li^hai^Waihdf*^ 

ZeiigtilotSirti ;wtt^id«M$imdK gdfamdcrij^ilchuiif «tefcn^ieaySrtiiyfe 

bau * lw^»j^a^biWtriL^ind^ 

«um a$os«tt>sit btgftgafett^üch'Äuf ulMflft)^id^«dBei^oneibgftriiM 
Artiftil^ttghgaiBa^^ 4aclttteLftiigk 

TnrecbtotQnuMhAate f itodivonarh&glfch anfielen* letzten» dfessön' Öaclfdgi 
kekjrim&eirieiJbwwklk^ Mbfif prearir Ufa^pt 

)^fti«rfi4iWMrfoisiu)vAeMiV««tt hilft dfifcad^ste// jii^tttktt*i<*iM 

ftsntifa 4afifar AeJBttaj, c«rndlqptn»dilfhTeigeii Jdüto; daft sä» fand» 
»ort fe*t fttyh«MHtedifti%iifSiilidb(ftii«k La£mtgt imto*Am*ea1km& 

werdWiiOwfcy i'woleTOi^iä «af e inen iMtmi ;F%*uimnkn&vtsbm\*otk 

dft<fogütoi»tiM} j^ fnü*>*i0&&9lpl** 

ikt N*^ctedigk*k4 »fiicbittmtKmiffi da «t> rcgktyn* tfetttdJMudt 

Ff t 









■ 

JhalmJqßfdJafta ltodiao Hchih-den Kreis, 

«Mtd flow, «kfoi fr ei» Jfegn fagsfe» Tfacndti checkvetwanfleh (*6«>. 

t sh^ JDWfr ftw W M & h &eihöhbM\Mf^xtwk± a*<bakhsie«lie, ungleich» 

&*&t&^b*itt )mnzb&et& jMnbtuükh*iet* 

jrtrr>lzto*tad*!^^ e^M ifi hw ni gedothigt wt^ 

jtoKl7dth<^ft^fW*n#vt gkicitfrlfc^lif ,<fcm> FunihmlsteJer Leib- 
mw^nfcnMHBifcgmiirifffhuniig: ttihey itfrbccfaitafsy*) iwUiigiich er« 
rvmtttaweffta« l Ustf gpiiafefehuv Haft j u rit au n uN die Jfeitfrmsete Hn^ 

toonenlehre auf die Mechanik erst durch die T^iliniaiaiihriiDiffnaiiliafli 
Wohnung ihre wahre Begründung erhalt. 

^ « Juden eWr cUu Fundamentde^ Dtffetmtialreolunfitg' det> Brimb» 
ffwun^thari» ecrt gehörig begründet* ««acht te dd&eafelbe mvgleadi 
iflbtie&röife« JD£anr<da.«a smnaäfct- -otottg*. erwfeasri i t fo d d e n ,, dafe 
dtte&eehmiBg mit denfingirten unendftcbviehtenTheilen der4MUse4, 
^fmrkfrpher Nullen eben so feststeht, als die Rechnung mit wirldt 
rahea Scx&efc * -; hiednroh aber; die ganze ^Öberneht^der Sitxa ohne wek 
tflamüNsekvveifr uwniHclbar und gerodtatoii^^fah^Wvd?. so werden 
dUa«l»idteo-< ic he ai teh der Kgbaksri d wifcn ihncl i uüe.B«h«>t ttüm iu wut 
«üdit^ia,jmMieaaf« gründlicher, «hflntfir «kW ito* ßriiadlieUcek 
aielbst*m£ndedoeh erat aof dep grirtcipierr<fe^e b e uetw6h Hien Rech» 
Jtowgt d»a*s*zu-3, fest steht* da£9^ede4dnmme Urne nicht *iurxm€ 
Am ttejlknmaaenfrten Rächt als ein Unendfeh^k ^grigesehen werden 
«ftaBn^setaCeoi wann man aien^^br?gta«kai verglichen wall , bey 
iKorlflstoalUfrm ean. iJMndtteheck betrachtet 

üKwdenstnn&^ao ist esTuär^^lwHdar; xUß die föeise sieb wie ahv» 
ilach4an*h»en>asflkmbem wMätonmuh ^wie difcQuadwite 

-äifer Sktsahmeaaer verhalten v Aft^<i^ ti^ einem I>pe7eck gk5iA 
Sät* <da»dlePecipheriezinrGjnin<öinie 9 muif dfan Halbmesser eurHöbe 
tJto^nfadiBLQfdgttfcyjaU ynei^üA ef i tigar ftiiat b, * dt * R e g al all 



taonsttirteifiaUe erirt tewttaddich eineti maifteBfarfp gfMWft f H iK^UHli 
4en mühsamen imd^i«ä««gtoOahgldeJ EktrMisd^s rt ^ tft^fe rrfki» 
wenig geeehwärhtwirdj lad****« im MttW y we ta i J M di i ^Wg% äb«toi^ 
dafsmandeshalbdurE^iwtSdfwme^ totf- 

An, wir, « A*&*itab-ti*t u^ffi^Wttflfr Ah^yl «tü üB A gliftetrie, 
tfceH* i»^<£»ä&Bdnbhl»^^ 

^trie?»nd*MeabflUiSdsimt ^ei^obe^dömimtei*^^ 
juofang* <ähayhf'MUbBthige Jfc*&#mu%-Ü 

Stodio; Agawhm&t^0rde> f "Üfreüs <cÄon hiftrtic*»feii* ^^äbr,^it^J0A 
^«iftfcp finsichlpi* *u Am auf die Bxba*»»tie «dmt* »d fc gbgftiftdwtffc 
schwerem WcAa^mr.rtAiuiL^rv^^t^ifcnittg fei* übf^W^intelMMI 
dcc £a*bte ^ jiirtpihiwhnii ■iiijdwji'desu» ferofarsm NflrtfW ttbekvtfg*» 

4*. '. 

Übrigens mufs jedem philosophischen Mathematiker das Besott- 
derfcÜ deb ij^i*l i > gtfcbm£iorichto 

dig feg?» ,^ dafebiie^u»; a«Bna «*sacbr^btt>& scheiptar* grifcällidinetjm 
wiUt.iQgkieh im^aagfesero siättifordas 

Endliche :»u erheben, ufad Adt aatf der einen Seite MÄort aur rSeÜki 
Idee de« Dnemttkhgrofcen , auf* der andern aber auf fingJrterv Idee 
»des Unendiichkhinen empor fetrsehwingen« In der Arithmetik iftifttt 
ihn schon die adigifaügpir JJiwhian^ und die Ausrieh tmg 'der WA weihi 
unreimeidfehlfaeiMeirmli adlislirir Jieihta ,* die entweifcr:ohfci* T B)wfa 
jK ttf t rbmen ^ odetf: hto. *uf »hfl» abnehmen« In der Geomettte^kber 
awingtihn schon aogleüJi im Asfönge!* 'sobald er eine hkhtJ^flofc 
precaire, sondern gründlich* Theorie von der Lage r wekße fcW J L 
Urnen in: derselben £hene gegen einander haben käanen, erridaln 
will,, des affienbarfioäcfeÄ^iyWÄruiHbate des Euklids, Jmb-cr^mtd^ 
30 sehr^r sachnadhidaitidce aisäubert mag, uter cKe^^Jütea ithsiSh 
«od Flächen gurr ff+Erirhtihig nüeadlietor fimen,' und äeramlroiMi 
ihnte. rfpthaltaaen, mwndlitlimi Flächen erbeben mufs t mit* ich ; nb 
iweytea TAefl niemer Prüfung der Rantiulien Kritik tbrr&On fte- 
nunft f $.43** nni ioeh itmatändEoher in meinem knneebjüehtbegriff 
AgÄPÜtawafr» fawimiiisjn , S,a$i* .a$*J>eiyie»aft; habe^^ghsii 



~» »30 — 

er ferner cur Vergleichung krummer Linien mit geraden fortgehen 
wül} so ist seine Einbildungskraft unvermeidlich gezwungen f ilire 
Zuflucht zur Erdichtung zu nehmen 9 und sich unendlichviebte Theile 
der Groben zu imagimren, und da diese blofse Nullen sind, zum er* 
habensten und allgemeinsten Caleul, der alle mögliche Groben unter 
eich begreift , nämlich zur Differential- oder Nullenrechnung aufzu« 
schwingen, die umgekehrt unter dem Namen der Integralrechnung 
Ihn die in Nullen verwandelten Groben wieder auffinden lehrt« So 
soll der Geist des Mathematikers nicht durch zn mühsame und tinför* 
nagt Anstrengungen, dergleichen die Beschäftigung mit lauter endl*. 
£hen Grofsen erfordert , endlich ermüdet und abgestumpft , sondern 
§ein Genie durch ei*|n f&yeir*AufSehw4ng äff der einen Seite bi* 
nur Mefskunat des Unendlichgrofsen , und auf der andern in die un* 
ermef suchen Gefilde der erhabqptfaiiTjund nützlichsten Dichtungen 
auf die angenehmste Weise zu immer höheren Erfindungen belebet 

iMr^T ♦- \ "* • ?***. • . * *.♦.•♦•*, ? * fr rr <* "♦ fi •- * . * r ' l" 
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*• j ( \n^auwx9§ xbilbiaxuisvnjj rtfii^gniiblidxiiä onfea ui oz ;J'fiw 

.1 :<-. .rrdf'faivdoiibfiänn xlox« bau «ndoufori //x ^uu*doibi3 ius JdouAaS 

' - /uij'v . bni* n^flu?: dälcM öfcocb ßb bau , x::; :uih> ßiiif xxs nsalthO isb 

iO oiioik/mislfft i*«b f Iix;IhD nsj'.uiwtn^Nfi bnxi n9Jfcii9dt,rf 

ii*uuhsimlU:W. it>bo - IfiiJrraio'HiG iu£ i( >ilxnf>n f j:Ü9-i^9d ihu 

ti >jiffn§3JnI isb ndrnftW areb isJnu Jutavls^rnix oib , xiegniv/doe 

ml-jl iisbniTlijß idbsiv/ ns^öiO xxaJhbxtBWwv nsllxjltf tii sxb rtxfi 

^ bnr sstiBiilimi tss ibinb id hi ei^IirsrnadjfiM ^^L JiXf*0 isb Ifo* 

; 1 -j»;«i r Jim 2i ni/2/jii*fi* <.->•! •ji'« i^ü'^ :!:•?•, b t fl«i^rj ;»fi9*:!>xrA *r/:W 

■i iTi.iid lab 4to X;**v/ii4ÄiiAfti'3v4f: n§x»j i:nixb tH'i^O niv? 
. - i m 'U3bxiß itfblJifi bnxr f n^toi^di.'ljuv/j *"*I> l<nw>l';taM ins 
?. nL »jCI iwJ^rf'iiixJun b;iijQrlpj0xtßi'i£>i: :o i^i* 9i;Ui 4 >0 ü 3 ,I ^jj^. hunt* 






Tangente und Secante des rechten Wintels* 
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Zum Schlüsse kann ich nicht umhin, «ine Untersuchung beyzufögen, 
die gerade hier an ihrem rechten Orte stehen durfte« Der auch im 
hohen Alter der Mathematik noch immer zu frühe entrissene Kästner 
sucht in einem kurzen Aufsatze über Summe und Unterschied von 
Tangente und Secante , ins sechsten Heft des Archivs der reinen und 
angewandten Mathematik 9 1797. S. 174—180- zu beweisen, dafs 
ein offenbarer Widerspruch entstehen Würde, wenn man die allge- 
meinen Gleichungen für die Tangenten und Secanten der Winkel auch 
auf den rechten Winkel, wo sie unendlich werden f anwenden wollte« 
Er fuhrt folgende acht Gleichungen an: 



^ 1 + sin. 

1) sec. <f> + tang. Q ss -— - — X = tang. (450+1^) 

a) sec 0— tang. <p as tang. (45 — f <P) 



3) * sec. $=: tang. (45* + f <J>) + tang. (45 — $ <P) 

4) * tang. <p=: tang. (450 + f $>)— tang. (45 — i <p) 

tang. (45« + j<fr) . . 
5; ^ »s 1 + «in. A 

sec. <p ^ 

tang. (450 +l<fi) ^ 1 

Ol . SB 1 •(• J 

tang. <p sin. <p 

7) - -sst t —«in. <p 

5) tMl g-(45 --» l<fi) _. i a 

tang. ^> sin. ^ 
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-hm.Q&täiMmigbaliföme gtrf^eorist^ibaeiinilj -am? ig&Q^Ttang' 90° 

._ _ .. tang. Qo Q -^' : -:i'. .■ .■'.*»■.*• :^i . r '••• 

Weil sonst nach dieser — 2 .-*- . ^ i, also 1 = 2 seyn wurde« 

tang. 90 sin. 90 

t&ng; upftiit pö m 1 /seynlmüfcte)» '/Hieraus aoUbefetfet falso ,« dafs die 
ÄocoritcniUMl. Tangente cfces rechte» Wmktiaviafcht Etfwas -Wirkliches, 
fond&m .Jficfite tespi **xni daher ii^fQIdkhraigl^c^^o^ +;tang. 90* 
«c 4Äig-'9D° m_Wor4e nbarsatfctiniria^ tt^üsg^sage^ «Iä:' fi» Nicht* 
smd^itf Lander Nicht» ttmdi iausasmenytafaier ÄJib^pBolin troi^Ar, ab 
das asdeK Nichts afiefal« - ■:<\"-w--\ nr» iiLnu w.f enhi/t -'.., j. 

V * ' • .' . 1 • • < V *1 . - I l K « 1 «KM • ■ . * 

.'m .In der That kann, wohl Icein - Wide y apm eh? scheinbarer *jeyti t als 
dfar hia! /gefolgerte, tntd werni^man il^qgcirte Ju^ 
WJnknfo>f«r iffijAteieridäifcj^iatacheii^ artttgpffihohainiareeyii» 

nbdidier Sache * nichts werter *u£«ach Äuihatenr>idUitI*fs, ihasi jkäoftig 
itiofarib cbehr die Namen 1 Tangente itEridt&ecpate- d^s^^rcclrten IWinkefc 
gdnrqocfte. Aittcm die Sache ist /wtödiJj^OT v ^ 
Denn nun würde folgen, dafs eine allgemeine (äeichasig für endliche 
Größen ihre Anwendung gänelich verlieren könne , sobald man die- 
arfben unepiÜich g*öf**etBk Ware abefc «toaste aro#fefa5 *<tfw£re der 
gaitee tirfhnd desUöcricUkh^efs^iWnskfadP^ 1 »^ ^^ila^r' unbrauch- 
bar -**. icte^Bbhshqktuftgi, 'weichet ifaihY wohtliqmjtfflbefAftlgener 
fceypflitshten 1vird! »Mir wenigsten* istteigetfaciö Metner der er* 
habensöen Voraüga der Maflteraatik , dafs die Allgemeinheit der 
<ileichwmg*n, die sie für die endlichen «Gräfsfen «richtig h&iei- 
teft, j?a: uribes<ihrfinkt ist, tfefif- eie k «b©n «so -richtig ^Blettoeiv anaii 
jna^dite^iQräfcm'aBBt'OY, .uderam e*< >fcnfetzeb , %ibäHeö Kti<«Udier\ b«y 
4&en*ehtfiietwiok6lten Gleiehimgeii' jtedesipa! öa^ibetfsrste »rbbö ihrar 
Aaehbi^kehv dafcich die dlariim Enthaltenen Gröfsenaä-o» bdetbs cd 
<eets& • rÄnd 'die üleicbungön hier nicht nichtig ; so ist ihre Unrichtig* 
Jiät übertiiwiBpb.uimiittelbar enfeschiedenL J^siläftt siA atwsdhctf hi#r- 
«kha sdtl*t£seiLp da6jia*WahL;derobi^';IVti^ 



turATfyvvfclGßstner ihnrkraf heben rme^irty «i^WWttiÄfifowfcrftänd- 
rissen berababtimfei Knddwsio»'wkdi.M0bliii^>aähnBr Jteteijgfotazg 
deutHch und im widersprechlich zeigen^ •< -^ 



- I ■••.■! ) -t 



i) Was yrersteht^Kästner hier untör d$m Wort$ Nichts? Ein 
pnWtoA ^ftÄfe^a^difa&TVi^ e» 

picht, frefen,tfin r J , , pym^oW«t ^c^PflT jb ^fflfäi.ti&JÜWQQt 
ten und Secanten dfer Winkel njacfoctf immer starker F je mehr diese 
sieh dtoi eebhtetr jkaftdira ^ und I i: war sfr* < dafe > wem sie ' letztem als 
ihre GrenVJe wirklich errmdiöD/ /sie ^ gerade Ai5 Jtfuif .g*utofc<?n sind; 
Und sj»ist*f£ei{bav? d^jdieGkieheuigtfea ftf+tang. 9fc°8a&tangi 90* 
anf keine Weite ?©jiu$g*legl? wnriteai Jon»* + taa , «nd aifc dbi 
dar , lArtiiattszatdegep ^ . ; hat isfek/Jftbtner *uch sehr gebäteti Bedeutet 
aber das Nichts hier nicht ein privatives; so bleibt nicht! tubrig* als 
dafs es ein negatives , d. i. ein Unding, d. i. seinen widersprechenden 
Begriff/ txkr <et*ras UafÄlmagirimtes, wie 2. fit V"— nr bedeuten nfufste. 
Dran *be* ist <itie>&lmohttig r fibr'tßoeig* ' offenbar falsch, denn etil 
Unding nttdrjeiHL#ndeK UAidm^ dem anddiri ■ <JW> 

dittge-4gkftdi, «bnAerprT^' 'iind ifcmry Undinge,-'' ( zi B as^ist^nkfat 
^^tf+tf>4^)%T^<fi^m^^Admrrim>a<^-—>xs Also' wird chtoch 
die Kästnerische Vhen^zjmg im Worte der venneynte Widerspruch 
nicht im ndndtetta gdhoben. .. ... ...1 J 

«)*Aw .WeltiifmaCriüide laber ist man wdhl befugt, die- Täm 
ffente und Seduüe kk* reohtba Winkel* föt «in oegfttives Nidhtt , > *t * 
fnr eia/ät toiderapiteehtenden ifegriffi 4ü halten ? Offenbar mölke ah* 
dieser Widerspruch > in ihrer JDefinition' \i*&n , Welche gektähyUek 
fordert; 1 dafs >bttyde linita einander sdbritfideiK Da mnVbeyitt <setohfc> 
«en Winkel keinr Schneiden für sie statt findet 5 se'eind nach fdiAte* 
JDefinitum«[Bangeiiteruod Secante-des flechten Winkel* aHerdings, in» 
ikikprettondö Bagtiffc , , d; > L Wofe ünaginnire GrofeeeV > tt*d> 4abei^ im 
ei^ntiictata^anei&ariibigft • Allein was zwingt idfahrden Gdecietfefr* 
gcdachwDefwkianert(ßö)eimynÄöht&»ken, dafe dutrahstafc eutfefcheidttl 
aöthig säy ? •» Ist »dem* üasl4ußiörcn zu schneiden y ! A ij dfcr 1 ParaB^l» 
«ms devLiatot ein Widerspruch-? Wa» seil thn*feo dbhifeefcif, 1 riit 

Dtfaaftta t dei3ßi^^ 

Gg 



des Kreisbogens ihtafaröbaa^ejEi^^ 

ihn schneidende Halbmesser einander schneiden , oder zu schneidet 

, g i üMMmft| i)^ite<^fmto diq« tuinren Tat^en^ Hart '3eeante : des Bo- 

jataviiiffägtf im;4cinöti«öBl^fciseJwn TripamunfruTe dtase ^Definition 
tu «tatiFfaMt a»«niwii^^ 

«ÄÄtffc.'fl Aitrdti g£* oo defirrirt? 4 Sirt« 'mch< l ilife ÖeMttotien in der 
filaffieWatikganz tHffcüHflicfi ? Mtrfs <& föditWoß die Construction 
feibeheidea, üb'daiföeRnirtfc m&glifcKbde^hm^ttclr^?' " 

Wäre gedachte Erweiterung . <kg>*Ddfii»tion: wxäk «däs®ig;>,s# 
könnte letztere weit Weniger für den Winkel = o gelten , weil hiev 
dißißeoftme sich in den Halbmesser» and die Tangeme in «einefi End* 
jftunk* verwandelt, mkhui der Halbmesser sich seihet ■ iu ^seinem End* 
jwinÄ^fichttÄtdeQ.müfste, und doch nunmt Kästner ^i\$i) die beydea 
löcctmii AegriSer als xichtifr an. £ür den Winkel söj©*« erklärt er also 
-die firwakenuag der Definition für. znläasig« ■ Was kaifo i lim demnach 
4>ereob tigen , sie für den rechten Winkel fiir iroulässtg oit »erklären t 
iDoühhiea» -hält er sich deswegen befugt, weil zwar ein Winkel =o # 
tämmt^ihein Wittkiel auch eigentlich kerne Sekante habe, aber wenn 
«taan de» WinkdL So klein werden lasse , ab «wn will , seine iSecant* 
( Ügm-6iiHtstotu6 so* nahe komme, als mau wäi» «flkhhi des ^bttehmen* 
liefe Winkisls £ocante eine Gnenze feabe^^Äie ^ken angeben, -mithin 
fels? erreicht ansehen könne. In dieser ßedeutuftg nenne man die So* 
nmte«,£ furcUhrWinkel aas o t aber des -.bis zum rechten wachsen- 
den WinkefoSecante habe keine Grenze 9 die «ich angeben liefse, daa 
-■agfAA?Wort^ Ui^ndliah. »„Altem-. . ^ » 

t ^^aa^tleUieree nkbtdÄenhau^o viel: cüeXangente undSecant* 

alei ; bis aufti rechten wachsende» Winkels schneiden sich i* eiriem 

Jtattta,'iUEJfeHrafer weiter fortrückt, biä «ie beytti rechtew Winkel 

yorn|ildi|iiUMrf riihiir TmnnrUirh wnrrllm • Ist; also hier uW»t ebenfalls 



trtchteniWinkdleJbentfaltad^ Mmsgoii *••»-..*» -^ 

6) Dkaes £anz*tRaisa«««iienfcin^^ 
weder inder Jtopeiroirag ce<k 10 y . noch sen ; 90* nicht da^Mimfleatefofljfr 
Denn, mofenMÜe ©rfniiM« d*chaüttArt iBfcich«fenm 4^föagenl* 
and S^Gm^^eriimdxnt^y^im^^äsmAe^ti^ maciov/iaK^iMudlfebaii *o 
widersprechend , als der sec. 90 , sondern jener wäre f s in noch höhe» 
rem<Jräde J , H^meser 1 ,^ : 'Wttfrb^ f Tetnt«r» die eftkiffler Wsttnittieifc 
den Li^i^i uocli jk ^ip4 f .^n^.Wofs parallel werden,, ^.y«i ^*M*ft 
aber die eine v die d}e mif re bpsftpiniep poll, Äeif)^^ <£ 

ist,* und dahp v YW£filM d * e s ^^ "^JBW? J:£ 

nie seyn soll , die sich selbst bestinilnt, und zwar dadurch, da£s sie 

•ich inÜMOein fittdpunkfcashndickfc ^ 1: "•>.•::* 

• $).J9a al6edie Teiigentanind Secam* des rechten. Wmkmls kein 
SUdit9r^if0i!nd«rnr<«iB..wiiddi0lMe f ' and »war unendlichgrofeee fitwf 
tt£;a* ifiti hieraus dieÄunikwigkeicide* Behauptung, daß die.Gdeip 
eh»ng,(*j.')f atl&l#n=»<ihimfW'inhei sticht - anwendbar« ; seif f :• s&oarnofc 
sdttrct Man Ää^w^ülirt«wharii€idi owey Grunde, an ;•• aan'üir >dfa 
lüge» 9eh*m zu pebemj 'üer erate, den er (so« 21.) anführt, istdie. 
aert »Das ^Venhalfeen. zischt* iärö&en bleibe nach seinen* <Geeatt&e 
Ewar im Aufkixrtn 4 Mi&trtlmianden ubd -Unendlich worden; aber<werin 
fc.wmfigilmxt liab9n f ^imse:sid^.vtLS: denselben nkhtSMchlieleeit. :..8o 
bleibe öafc red ^ w ii i^chten/ Dney^ck , imwalrtbemr ein Winkel reargdP 
ist,- das V«rhftltnifeidfcr^HypotaÄiflQ9e^ des Katheten;/ dte demrWuakai. 
gegenüber tist>^tind;dbr;r6rfifid]ime immerfort wie 1, $ «ndro?8£6 
beym* Abnehmen der Seilen bis an dem Scheitel des 'Winkels f =abereat 
SnheiteLeel hat: eey» niobt^twa . droy Punkte , die sich* eben so> verhak 
ten. u Allein ohne daran zu denken* <dafs ilimiii ftimitl diirTan^jjap 
und Secantedes rechten Winkels, als walire Gröfsen, gar nicht am 
fpht * r$6 ria tfd» y u ge>Diatincdop an^isA Aufkoren^^unti Aufieehört 
haben ur« a; w. «oh*a; weiter mlik earoSpttzfundigkett, rmk wölebar 
akh terittTer»tondücherjJfteg«iflF verbinden lifttyorad wdeker r *tfiedch 
inder AbhamUun$;überdes Fundament der DiflFerendallrechnibigJ $+ 
f fffrFt)hft\fo*i\lß^<* M '-nwto ah iiifliiiiiTiii dDeiisudnna; 



«Bfefe^fficWyBff ri*fc; Zi^m\4tffäm$wkifrf&hfrh Me*, sich 

wm^m^mm^f^ da, 4ocji das 

^ftörjep^typ fpx&ers, als $e Qrepze t fa\&f&+.hstoxttit 9k diese 
^«rlfPy^Fr^pie^^^, wtf bey 4^r^fiiAe^^ow«t,i&t. Sollte 




Y*W iTfl*Wffi^ s ^4«wn bwwtfwkeft, cFb^i^fhews^lpoch fort* 
***#*» W&r/FW* um sagen will; nun 7iaf WM«fgehort. Daabe* 
aw^fibffft^xvw verschiedenen Punkten allemal ejpe, I^inie ist; so 
^T^fÄ^W V^ Ät widerstehen, ;<p<wj njftn } ^gen wallte: die 
&nie/*prf ^o^jit^reten P,uqjk^e au/ ft soi^qfn. %^uß$rw. könnte 
Wt ^^ el l zu*y& n , Ppnkjt /allen r iq> welch<em s^ p^o* a^fgq^that- 
Und so ist. Aufhören und Aufgehört haben, ganz einerley f Eine, li* 
üfe; deren- Wachsen' oder Abnehmen in einem Punkt* außtärt, Ihm 
in demselben schon wirklich zu wachsen , oder abzunehmen , aufge- 
fög.c ,,£ben so ist es auch mit dar £ek t^fraSop,, < In demselben 
Moment, in welchem der Tag aufhört, ist er auch vorbcyy und hat 
also schon aufgehört. Aus diese»' Grunde hat&uch d*s Beyspi^l vom 
rechtwinklichten Dreyeck keiuen^iimr' tfexfti^w'enrämari sagt:' das 
Dteyeck hört beym Abnehmen der Seiten, am Scheitel des Winkels 
^strf^^^ber im Scheitel hob* es tchqn ßufgejwft, was 1 ifst sich 
hi$r fär.ein Unterschied zwischen den Wortprn ap* und im Scheitel 
denken ? : Kücken die dxey Seiten in *Jeu 3q^^it^^ pa /y?£ df * Preyedc 
alter dmg^$cbpn 1 ar// : t g^/iör/,,nUei; es Iqmfl^mch ^\^fihex.mtfhören f 
als ibis, jpe ip denselben scjionr wirklich, g^rpckf ,^wj. .Sich also im 
Scheitelt drey Punkte zu denken , < die sich eben so ; verhalten f wie die 
Seiten desr.Dreyecks*, wäre allerdings ungereimt f und wer sich s. B» 
40 was ipftW Asm sogenanten clwrafaxrischcr^ Qrqyfck in der Differenz 
^tlf§^unipg > denken wollte, J*w4* freylich Mitleid, verdienen- Wes 
ttm^W hfA^miW^llts ^ ex j^fi^ ^Jt,|w^y l ii9^.fiwwen , di»y Punk- 
ten« racfct.w, sondern gm Sch^tcl* «ip4 30 da? Preyeck jyu\alft,«u/ ? 
körend^ nUfrt .aber als aufgehört denken , würde *eine Einsicht doch 
Wohl Sföw wenig verbessern, 6oll da» Verhältnis der Seiten desDrey* 
M)iA*ucb beym aufliörendtn atatt finden; so ist dieses auf keine an- 
SfifrM^*p&&frp *U,dtf&nHMvM^^ qb si*gkic* 
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iri der ThWBioTk^t&tg^derArMtfg^^^ 

Ptrnkt sind/ al* ^iAli^he tihite brächtet;' tnidVlcH^lW^a^sübert 
*ls uneniOictirtetiste Thtile der Seifeta -des gegebt&eh tifre^fecks >■ nüchfc 
&>i&, sondern Maß mtäginirt: KJeraut beruht ,' Vrte' li^ iti deC 
sechsten Abhandlung gezeigt habe, die ganze 'Bffiereri^techtnftrgi 
und dieses' iaK'aücn* «erfahre tuid eiriiige 'ÖTuHdV au^' Weichender* 
Georteter ■ fceredNÖgt iit , ' Ä« BeflnitSon der' trlgc^offiefc»&flen' lii^iefe 
auch auf den'Wlrim^b -anzuwenden. «linW* Wenn fernen 'detf 
Winkel' o 4h cUä ttnendlichvielsten Theil des recnten' WirfkeW fitoligi» 
nirt; so Wird* seih Sintis der linendHchVielste Theil des- BüHirtotri*;- 
folglich bleibt hfer die Vorstellung aller driy Seifert' deff l Bre*eeksy 
mithin des ThtfocJis 1 selbst', tuid' 8a cos. d° Sss sh*. 9Ö°*Ü£ t^i^tjr'^ 
bedetaten 4ie> IMeichtiögen sin;'' 6» aei o, und bis. D*i= t' so" Viel* 

•in.— r sc:r— ,«u»d«as. -~r-«a*. Da nun ferner taag'.ssr'-P-ryi. u&4 
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sec. ss — ^f so bedeutet dieGle:Ut§rarigentang. 6 =o,ündiecio tel^ 



Ml«. 

* t r * , i i » 



Der rtbeftc Ginind, 'wober Kästner die Gleichung sec.$*f*t*ng. £ 
sstang. ftS^'+'l'^) ÄuP^=r go° nicht anwendbar hält, tat 4ie*er>* 
„weil, so !toge(pteul 'rechter Winkel ist, die Gleichung; sich r<*#- 
struiren H&i&i'iAäiül itiäh'dl^Secaiite nur' auf die VerlSngertiig de* 
Tangeilte '' vom faUf*sdlWÄs?püfakte ah auftragen därfe. TJii* Wf 
<P=90 C gäbe es keihen 'Durchschnitt, also finde da diel Cohstrfcctit» 
nickt statt. Dieser Grund hat viel Schein. Denn ich habe? oben selbst 
gesagt , dals die Definitionen in der Mathematik an sich wffikuhrHdte 
Mnd, weil Wofs die Constrnction entscheiden muß, ob daspdfiilirt* 
Was Mögfliehcss ode* 1 Unmögliche*, tind bldfs Imaginäres fcti ^htdti 
aleo die Constiuction'dCT obigen* Gleichung ffir !£'== g&° iflohLttaflEy 
so wäre es entschieden, dafc die Tangente und Secaute <&S rechten 1 
Winkels et^a* Unmögliches und hlofe Imaginrires w£re,' Wie i. B7 
•yf— -l. ' ^Aftöri'diese Cbnatrnrtiön findet auch hier in det 'tftart ftatty 
wen* mt* die Stcant* näbt, w*b c* Kuguar «acta, imi ÖuPtfr 



• • • I ' ' • 1*1 «I ■ 

— £p> — . 

scJmitU an auf dJe^^lgt^£M!^ + ^ir ffinggfe^ £pP4ffiP vm * An- 
fangspunkt der Itläitern tfa^stä &ty&4ntg*gengesetu& 2 Verlängerung 
trägt, denn hier nähert siph die Sumnie t^iig. <P -J-sec. <p der Gröfse 
s tang. <p immer mehr, jb i ^fir^rcß ) ^ : äftlfii T#chtfek*iVWcei nähert» 
bis sie endlich bey diesem wUJfftijrupgn =sä tang. (f) f d. L ss sec. (f) + lang. <p 
wird, weÜohler, ae^y-LSing^ fl t a t; =&4$ I **8tM >bgn., allerdings 
berechtigt ist 9 dieSefcanfi Vofe^Üeii Sowohl auf die negative Seite 
•der Tangente, als f qpf {die positive aufzutragen, ist an sich klar, 
weil diecSi^chOT£-wi^ die 

Gröfse der Summe 1>eyder Linien bestimmt, ohne die mindeste Rück- 
sicht auf ihre Lage zu nehmen. 

genau construiven: so ist von selbst klar, dafs.aus ihr auch für die* 

sen Werth von cp eben so wenig ein- wahrer Widerspruch entstehen 

kann, als für jedepi andern Werth von <ß, und dafs also der Schlufs, 

mÄWädittr tfta*r den Widerspruch ftl£ert£ dfi^ft^MMa/fi 

^äjttta$ft{ ^d dieses läfstslch ÄHch^hn^MOhe^l^e^^ Den« für 

^ao^dfe v^Kwoodelt tdoh die?6deielwu^(a^ifirdMMlt^ 

„ w ».. a . ST ^ , . j, w y = a tang. 90°,== a «0. Nun ist vermöge 

^'VäÄAtang (6.), aus welcher Jästoer deü WiäeVspWich folgert 

jfgflVO • (?) -^5* w J + i, «l«o äää, i^jtffht, weiC«trwr schliefet: 

<* si *, 80 beruht der ganze, *ö Viel Aufteilten machende Wider* 
~sprüch)Aol**vl\ftinetä Ieh wflrde, daher 





in ihr völliges Licht zu setzen. 

Ung. (4$° + 1 90 ) as s co auch- aus der bekannten allgemeinem : 



r -: ■ -i.fi» j / ö ^rvv^^«^* , j^tail9i»ilÄig^3nj^frJ9l i»b *AmKy.£wn^ 

v J U . i*>5 -f Ä Q .:v v- »luijusffi ^» ! » d v- * i".s»ifc:i ***hl nnsb ,^fiil 

wdkfcefiv.^ V im nimm $ . S nbi a 

>•}==. i b,\ :\r • c^s i^.Xtt^o^'-afÄ! 4 ^"* 1 ^ /9(fil)iib«d9i«'fii(I 

jtangJi(4flgr»jffl)(*=s: .jbj ^^^i i )i^'~^^3e t ialäolfitw «biiv/ 
- i •» -\ --o m eib 1/jß IiloYfO?n5Ä^CT^/ - ifIJfö-Ä%ib ♦ J-i 'J5>xJilj:md 
-« *i i 1 ■. üb j*i .ü^r^riJ:.'^;": ö—i:i--*.i *r!» V^^fß ,3iu^j"r/T -nb - 

■ ..-i -..v.j q:J - .11«. , ;*. *, • . \* . ■•• . i .-. T ,..«•,. "\n i v. s, ^ v> . 

Diese Gleichung hat für tang. 90 noch das Vorzugliche, dafs 
in ihfe Bfeitbfflhii«* l Mdti^ir Simistötüs' ÜncT "täti& l %5° elikfo Ein. 

J* * •« « ii »iv» Tili 'Ai- •» - '•{' « *. ,;s • 4-' 1-' »• » i »*ii*\^ 

Hufs hat. piine aafs dannn tang. qo° von neuem vorkommt. 

J • ' # 

/}). Die gaxt$e Schwierigkeit, die hier übrig bleibt, betriff: als* 
ledigliqb di^^Fr^ge^^e^Uann die aus der Gleichung hergelei^M* 
Tangente, i4ea,ced}titBniWi^keJ^awTe7inäl so grofs seysn , a& dierjfemgr, 
die aus ,J tl^.D^^ scheint?' DadterFft!- 

gerungaus 1 der ^ß lern erwiesen richtig ist, so htufs die aus dir 
letztem unrichtig; 4^yri. T tJnd sov ist es wirklich. Denn vermöge 
der Definition werden die Tangente und Secante rovi^JH/dhmeft^r 
an bis ±k M>etä { ^?ctisefaütiftitnkt f öför ttfs dahin' besTimifttpr^m> 



dieser aufhört. Nun siebt es für jeden Winkel , der nicht ein 
rechter ist ,' ntir* efrien Durchschhittspiiittb, ifrtil hier die Liitfifa 
nach der $»*g$gäPgPftfWtfa 3#te qu$ wo&de* fahren^ mithin Jtaqn 
hte» (K^^Tangtedteiwiidufiecaiiti^des spitzen Winkeln na*4*£t derje- 

setzten, und zwar so, dais sie sich dem AuYiwfr&i % einander zu 
schneiden, auf beyd£n Seiten gleichstark nähern, wenn der spitze 
imd *tumttfe Winkel sftti beytfe -dfem r&hteh gleitRshtrk iiähern, 



^MBraWüft j afeiT^tt Oelftito Aw rt*hsgdbgj^iwfrd{ das Aufhö- 
ren > einander zu schi%fe#te»; attiEit^ifdSöitea-ÄüpleickjUßdiii den»» 
selben Moment erfolgt. Also giebt es für die Tangente und Se- 
wäa&*rdeß*nsch*tn WipM* ai^^y^c,^!^^ Aufhq^ea des Sfhnei- 
ds»*|i«i]jbift n*£*#jn t $^ ilf ^<^ .^r^eft^ft^jw» JM«tt<a?§r an 

jleUk **lv 4^r .fpljegei^s^^tüu ^^H^^Luf^^^^dMiei^ens, 
jd.ti.r*!* nafph i^Pfdffi Seiten, ohne ^n4pf9p^e^gn4 : gfdacji} 1i yv^rdeij. 
Ai Ufe^jfevs^^ Y^li^andig^ ,3ftpgWte VS^i^caf^j gffi fechten 

ihrar*kbüg verstandenen ßcß^m\f^e^^^i»^o^[, #*#<*»©?• 
wöbn&h dafür angenommen* , iix^ : s^r n ^f^i^ : ^c^ideripnigen 
-IfersttUung, w44i* die obigp tyfwfa^!*/^ 




:i>> toApiderfeMtatieii durchaus d^Ge^te iDeraUM^^*^. LnDemi 
-a^i*S***W^^ mtd 

*Stümpfiw Winkel, m welcher jene au^&dm**' tind>'di^'an/tf*g*m, 
«fallt ebe** se> fet? auch aeine ßöcante MwATniiß^me dm^ge^winsehafi^ 
%*JfrGn9&e. Ät ÄeSecauten and Itan^e^^d^5^^4wmbd7^um^ 
'^/^ Wkikely *» weither j*meaüfhörek/luad Aiewwi/iw^ft.biKUn 
labeif liegeif jfene auf der Seite 4es> VVrokd«, ; tod=diisb «uf 4eE*at» 
•'geg«Bg*6et2t*n Seite. Also mufo ihr»; tgcmtbnsokttftliihe 6*em**> 
'ftfc* iiue und- ebendieselbe ££irie,i titf beyttm &rit*n^zQgl*ith B*> 
il geH>rA f i; aadft bgydetz Mn ohne . Eide fok*£thend> ged^dht *terAah 
<i WUg^n-lieildn^e^ti mir naitdc einer »Seile Jbh? soiläin&tenisib'stth, 
n tiAkVM Aar Seke'fftr 4fe »pkseir/WenlaAr.Mf ttie <*ntg^enge$dtxte 
»'feteit* der^atumpiei* ml htam***** «fctrvvrede^in eitoem t^^h^Ab^rn 
T iBfrkywtft* dnreh einen» Wiakefc von a«69 herttmdnfaeiff oder ata* 
Drehung durch einen Sprltng von der einen Seite auf die ander* 
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der offittbai'ste WTdcrip^WH^u^^yh^chiW, »»r-w 

des recktet* Wiitö^'Äty«^ *tt*fe'<«!* gW*öW**H* 

dafiit angeftd^ette]^^^ Steile- <fer ' «tekStaif 

vorkommt,' 'xÄf'äfe^ ToUÄUtadig** ii^ 

welch* «{* äfc^^&lto 8^%£ergfc.- Wollte tnaw'aägeii:' •»* 
dfe atif - ductal* S^^^WÄäfuHg 1 >^kWnrhe*dfe : -uafaA;"« 
wie WcR di^»c^t^*^¥«ls«V\ai^.Si= a co bedetitenV Wfcrtebtt 
'man •£te^i^ , ^d i taet^n T, WJÜer55pruch heraus a c© + V'ccv'b*»»*» 
Ab<* difeatts^^tÄwihihfe ftfedr k fer, lehrt die Gleichung **ikMS4*- 
fenbar« Denn sie i6t ein besonderer Fall der allgemeinen: sec. <J> 
^Ung.tyte\%4^fä5Sl+$fykfo***bac 1Aeif*t*i&aÜxJk 9& viel: 
diu ua^i^trönJitiab&ifc ;\DI^*fc»«ar WinkS p li«g*li<k;1^P9!fr 
ntise ö t ai*4;iil€tr.iüiqi^ gegenüber liegende Kaihetue ky diö fe*y4° 
Hofs nach s^nfa Scite^n&rtlifih auf der Seite der Grundlinie 4i4g«t 
auf vr^hm:ilejrWitikÄlj^ liege, und zusammen = UA&i*6M>& $&• 
Wird d$h«r\ sowoid anaU^ nachi durar Seifte uneffKjliob* jtfuplH^ 
as=3tto,iimd ß^ita; j*>WBr# co + ^p.sstang* (45$ ■+ $$>*. A^«! 11 
wenn a, b nach eta« .Seite unendlich werden; so wwd ^^B=90j°f 
also i*t co 4- o» sä taug« go*> d. i. wenn im rechwänkliehtea Drei- 
eck die Hypoteiiuse und deiMC* thetus , der dem an ihr- liegefld^n 
Winkel rgegftimber afteirä, maäh der Sktte des Efcö^okni**^ *maBjl- 
lich wecfctU! aoüst: gerade so , * wie fijr die spitznneued ttwnpfcn 
Winkel , ihre Summe der ^Tangente des ' rechten. Winkel* gkidi 9 
also tang. go^ttaa:2xmk.r E&pn ; diese» .bestätigt eudti^'GlejflhtiBg 



i + taug. 45" 



- f in welcher zur Rech- 



tang. (45° + 1 qo°) = — 

6 >^ a * • l — taug. 45°tang.45° 

ten tang. 90 gar nicht vorkommt f aufs einleuchtendste, indem diese 

1+ 1* 

die Gleichung tang« 90 ss s=r s co unmittelbar giebt. Und 

o 

so zeigt auch selbst der Kästner iscJie Aufsatz , dafs auch die schein- 
barsten Widersprüche 9 die man .wider tfen Calcul des Unendlichen 
vorbringen mag , sicher auf blofsen Mißverständnissen ruhen , und 
nur zu seiner desto großem Bestätigung dienen. 



»• » 
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L e i p % \^, 

fidrueht in der .Solbrigs dJicn Buehdruch*rcy. 
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